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Resumo

Apresentamos uma nova representagdo de hipersuperficies que combina carac-
teristicas das representagdes implicita e paramétrica. A abordagem consiste em
construir uma decomposigdo simplicial do espago ambiente, determinar uma
aproximagao linear da hipersuperficie em tal decomposicdo e aplicar deforma-
¢Oes em cada simplexo, os chamados difeomorfismos stmplictais. O assunto é
tratado de forma independente da dimens&o da hipersuperficie, tanto do ponto
de vista matematico, quanto do computacional, gragas a uma analise detalhada
dos requisitos sintaticos e seméanticos dos conceitos da topologia combinatéria
subjacentes, anélise esta subordinada aos principios da programacdo genérica.
A nogdo de esquema de subdivisdo estelar é tratada de modo semelhante, a
fim de formalizar a especificagéo de algoritmos de multirresolu¢do adaptativa.
Apresentamos ainda algumas aplicagBes que ilustram o potencial da represen-
tacado.



Abstract

We present a new representation of hypersurfaces which combines features of
implicit and parametric representations. The approach consists in to build a
simplicial decomposition of the ambient space, to determine a linear approxima-
tion of the hypersurface in such decomposition and to apply warpings to each
simplex, the so-called stmplicial diffeomorphisms. The subject is discussed in
way independent of the hypersurface dimension, not only in the mathematical
point of view, but also in the computational one, thanks to a detailed analysis
of the syntactical and semantical requirements of the combinatorial topology
underlying concepts. Such analysis obeys the generic programmaing princi-
ples. The stellar subdivision scheme concept is approched likewise in order to
formalize the especification of adaptive multiresolution algorithms. We also
present applications that show the potential of this new representation.
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Capitulo 1

Introducao

Apresentamos uma nova representagdo de hipersuperficies que combina carac-
teristicas das representagdes implicita e paramétrica. Para dar uma idéia geral
dessa nova representagdo, vamos considerar um problema classico em compu-
tagdo grafica, a poligonizagdo de curvas implicitas. Considere, por exemplo, a
curva C, definida implicitamente pela equagao

C(miy) = (y - mQ + 1)4 + (3:2 +y2)4 -1= Oa

cujo grafico pode ser visto na figura 1.1.

Existem varios algoritmos de poligonizagdo de curvas implicitas, mas, em
geral, eles procedem assim: triangule um retangulo que contém a curva, avalie
o a fungdo C(z,y) nos vértices da triangulagio (figura 1.2) e aproxime C(z,y)
linearmente em cada triangulo (figura 1.3).

Figura 1.1: Grafico de C(z,y) = 0.

As diferencas entre os diversos algoritmos de poligonizagdo residem nas va-
rias decisGes que devem ser tomadas nos passos sumarizados acima, por exemplo,
qual triangulagdo tomar, como aproximar a curva dentro de cada tridngulo e,



Figura 1.2: Triangulagdo de um retangulo envolvente a curva C(z,y) = 0.

Figura 1.3: Reconstrugio linear da curva C(z,y) = 0.

principalmente, como assegurar que a curva possui no maximo uma componente
dentro de cada tridngulo.

Mas vamos considerar mais detalhadamente a figura 1.3. A topologia da
curva estd bem descrita para essa triangulagdo, mas a reconstrugdo linear esta
muito distante da curva real. Nessa situagdo, podemos tentar algumas coisas,



tais como refinar mais a triangulacio ou recorrer a algum método numeérico para
resolver a equagdo C(z,y) = 0 restrita a cada triangulo.

E possivel ainda abordar o problema de outra forma: supor que, em cada
triangulo, C(z,y) pode ser aproximada por uma funcdo polinomial de grau
baixo e determinar os coeficientes do polinémio associado a fim de obter uma
boa aproximagdo. O problema dessa abordagem é assegurar que esse modelo
polinomial seja bem comportado, isto é, que ele ndo introduza componentes
conexas espurias ou auto-intersegoes.

E af que entra a nossa idéia. Ao invés de aproximar C(z,y) em cada trian-
gulo por uma fungdo polinomial de grau baixo, nés deformamos o espago dentro
de cada tridngulo de modo que a reconstrugdo linear seja levada o mais préximo
possivel da curva C(z,y) = 0. Essa deformag8o possui trés propriedades im-
portantes: (1) ela é bijetiva e continua dentro de cada tridngulo, de modo que
a topologia da curva no interior do tridngulo ndo é alterada; (2) ela é compa-
tivel com as relagdes de incidéncia da triangulagdo, o que garante que a curva
deformada possui a mesma topologia da reconstrugéo linear; e (3) ela é dada
por uma composigdo de aplicages polinomiais de baixo grau. Em resumo, essa
deformagéo é o que chamamos de difeomorfismo simplical polinomzual.

Vejamos essas deformagdes atuando. A figura 1.4 mostra a reconstrugdo li-
near de baixa qualidade geométrica, mas topologicamente fiel, que encontramos
anteriormente, juntamente com linhas coordenadas associadas as coordenadas
baricéntricas de cada tridngulo que é interceptado pela curva. A figura 1.5, por
sua vez, mostra o efeito do difeomorfismo simplicial atuando na reconstrugdo
linear e nas linhas coordenadas. No capitulo 6, daremos mais detalhes sobre
como o difeomorfismo simplicial foi encontrado.

Até aqui, nos restringimos ao caso 1-dimensional, mas vamos mostrar que
essa abordagem escala bem para dimensGes superiores. Em geral, temos que
nossa nova representagdo requer trés ingredientes: um complexo simplicial K,
uma fungdo f definida nos vértices de K e um difeomorfismo simplicial X K-
invariante, ou seja, que preserva as relacdes de incidéncia de K. Para entender
essa nova representagdo deve-se estudar cada um dos objetos K, (K, f) e (K, X).
Isso é o que faremos nos préximos capitulos.

Outra questdo que devemos estudar é como abstrair as propriedades das tao
populares malhas de triAngulos para malhas simpliciais de qualquer dimensao,
de tal modo que possamos especificar algoritmos de maneira independente da
dimensao, ou, de outra forma, genéricos com relagdo a dimensao.

Acreditamos ter achado uma resposta interessante para essa pergunta ao
unir as técnicas da programacgdo genérica com os fundamentos conceituais da
topologia combinatdria. B importante notar que essa quest&o nio surge apenas
de um desejo de abstragdo de carater matematico, mas de uma necessidade de
especificar algoritmos eficientes de maneira elegante.

Essa resposta incorpora também outro tépico muito importante em aplica-
¢Oes, a nogdo de multirresolugdo adaptativa, que podemos observar na tri-
angulagdo do exemplo. Mais precisamente, através do conceito de esquema
de subdivis@o estelar, vamos poder modelar genericamente os algoritmos de
refinamento adaptativo mais freqiientes.



Figura 1.4: Reconstrugdo linear exibida com as linhas coordenadas.

Figura 1.5: Difeomorfismo simplicial atuando sobre a reconstrucio linear e as
linhas coordenadas.



A tese estd organizada da seguinte maneira. No capitulo 2, resumimos os
trabalhos relacionados. O capitulo 3 trata de estabeler o vinculo entre topo-
logia combinatéria e programacao genérica através de certas nogdes, tais como
complexos semi-simpliciais, pseudovariedades e complexos isosimpliciais. No
capitulo 4, discutimos a nogao de esquema de subdivisdo estelar. O capitulo 5
é dedicado aos difeomorfismos simpliciais. Seguem dois capitulos inevitaveis, o
de aplicagdes (Cap. 6), entre elas a de poligonizacdo de curvas implicitas que
ilustra esta introdugéo, e uma breve conclusdo (Cap. 7).



Capitulo 2

Trabalhos Relacionados

O objetivo deste capitulo é resumir os trabalhos que de uma forma ou outra
estdo relacionados ao desta tese. A seqiiéncia adotada para expd-los é antes
cronolégica do que légica, estando mais ligada a ordem em que apareceram
no curso da pesquisa, na medida em que respondiam & duavidas ou sugeriam
caminhos, do que a qualquer tentativa de sistematizagao.

A motivagdo inicial da pesquisa que levou a esta tese era criar uma estrutura
de dados que representasse malhas hierarquicas de tetraedros, possuisse suporte
a subdivisdo e tivesse propriedades analogas as malhas hierdrquicas 4-K de
Velho e Gomes [37]. Naquele momento, conheciamos somente o trabalho de
José Maria Ribeiro Neves sobre triangulagdes retangulares [25], que possuia
alguma conexdo com esse tema, mas tinha um carater mais pratico e dirigido a
aplicagbes de visualizagdo volumétrica.

Nosso primeiro contato com estruturas de dados espaciais foi o trabalho de
Paulo Roma, em artigos como [6]. Aprendemos muito estudando seu cédigo mas
percebemos que sua estrutura era demasiadamente geral para nossas aplicagdes.
Precisdvamos representar apenas malhas de tetraedros e ndo subdivisGes gerais
do espaco.

Ao mesmo tempo, sob influéncia das biblioteca STL [34] e BooST GRAPH
[33], comegamos a pensar nossa estrutura como uma colegdo de containers
que armazenassem os vértices, arestas, faces e tetraedros da malha, juntamente
com uma interface funcional para acesso as relagdes de incidéncia entre esses
elementos. Pesquisando na literatura, chegamos ao conceito de complexo semi-
simplicial [21] que se encaixou como uma luva.

Faltava entretanto incorporar subdivisdo e hierarquia ao modelo. Como
deveriamos emular as propriedades das malhas 4-K, nada mais natural que em-
pregar subdivisdes em arestas e hierarquia entre os tetraedros.

Até entdo, estdvamos concentrados na implementagdo da estrutura. Mas
quando foi necessario formalizar o conceito, a fim de derivar propriedades e pro-
var a corregao de algoritmos, vimos que ndo possuiamos a ferramenta adequada.
E certo que havia o trabalho da “escola de Génova” sobre multi-triangulagdes
[10], entretanto ainda n&o era exatamente o que queriamos.

Foi por acaso que descobrimos o artigo de Alexander sobre operagdes es-



telares [1] e imediatamente percebemos que essa era a ferramenta que necessi-
tavamos para orientar o raciocinio, uma vez que podem ocorrer situagdes ndo
intuitivas ja em malhas de tetraedros.

A pesquisa ja estava suficientemente madura para gerar o artigo [7], onde
tentamos unir programacdo genérica, multi-triangulagoes e operagoes estelares,
mas ainda restritos ao caso tridimensional, numa aplicagdo em visualizagdo vo-
lumétrica.

Ocorreu uma mudanga na diregdo da pesquisa quando, em uma visita ao
VISGRAF, Gabriel Taubin sugeriu que nossas idéias poderiam ser usadas para
implementar uma versdo tridimensional de um algoritmo de reconstrugdo de
curvas dadas por pontos proposto por ele e Remi Ronfard em [35]. Na verdade,
o algoritmo de reconstrugdo era apenas uma aplicagdo de um conceito original
denominado Modelos Implicitos Simpliciais, cujo objetivo era dar uma nova
formulagdo a idéia de objetos implicitos por partes. Noés implementamos esse
algoritmo [23] e durante o processo ficamos seduzidos pela idéia de objetos
implicitos por partes.

Pesquisando na bibliografia, descobrimos o notavel trabalho de Bajaj et al
nesse assunto [3, 4]. Ele descobriu condic¢des suficientes para que um patch
implicito algébrico ndo possuisse singularidades no interior de um tetraedro.
Aparentemente, isso poderia ser desalentador, pois ele de fato havia encontrado
uma solugdo muito boa e ndo haveria muito mais a fazer. Mas, incomodados
com a complexidade das contas envolvidas, resolvemos pensar em uma solugdo
diferente e conceitualmente mais simples.

Foi quando nos veio a mente o trabalho de Sederberg e Parry [31] sobre defor-
magdles free-form, que haviamos conhecido por meio do trabalho de Coquillart
[8]. A idéia era aplicar uma deformagéo, dada por uma aplicagdo polinomial, no
interior de cada tetraedro e com isso deformar um patch linear que estivesse de-
finido no tetraedro através de interpolagéo linear, como nos modelos implicitos
simpliciais de Taubin e Ronfard.

S6 havia um problema: a deformagéo deveria ser necessariamente injetiva, a
fim de evitar auto-intersecGes e o surgimento de componentes conexas espiirias.
No artigo “Preventing Self-Intersection under Free-Form Deformation” de Gain
e Dodgson [11], encontramos a referéncia a um critério suficiente para que uma
deformagio fosse injetiva, devido a Meisters e Olech [22]. Conseguimos adaptar
esse critério para o caso de uma fungdo simplicialmente invariante X definida
em um simplexo A", reduzindo o o problema de mostrar que X a injetiva a
verificagdo da positividade do determinante jacobiano de X em A™.

No caso polinomial que nos interessava, o problema era mostrar que certos
polinémios eram positivos em A™. Depois de tentar mostrar isso com auxilio de
programas de computagdo simbélica, sem sucesso, por causa do grande nimero
de variaveis do problema, descobrimos que este € um tema muito rico, para o
qual ja existiam muitos resultados [29, 30], entre os quais um teorema de Pélya,
que fornecia critérios necessarios e suficientes. Com algum esforco, aplicamos
esse critério ao caso em questdo e obtivemos um conjunto de resultados parciais
que permitiram a implementagdo de um conceito que unia modelos implicitos
simpliciais e deformacGes free-form injetivas.
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Nesse interim, a estrutura de dados original ja havia sido modificada para
suportar malhas n-dimensionais. Entretanto, o processo de subdivisdo ainda
dependia de informacbes geométricas, ao passo que o esquema das malhas 4-K
se baseava apenas em informagdes combinatérias da malha. Foi quando desco-
brimos o artigo de Maubach [20], no qual esse problema havia sido resolvido
através da analise da triangulacdo CFK de um hipercubo.

Mais uma vez, incomodados pela complexidade das contas, tentamos pro-
var n6és mesmos os resultados de Maubach, seguindo a estratégia de isolar os
fatos combinatérios dos geométricos, com bons resultados, pois além de obter
uma nova demonstragdo para a corregdo do algoritmo de Maubach, descobri-
mos algumas condi¢Oes que uma malha deve satisfazer para que tal algoritmo
funcione.

Durante a preparagdo desta tese, foram publicados alguns trabalhos que
utilizaram a biblioteca computacional que desenvolvemos. Lewiner et al [15]
empregaram-na no desenvolvimento de algoritmos de para extragdo e compres-
sdo de malhas hierdrquicas de complexos isosimpliciais. J& Marroquim et al [19],
trabalharam na geragdo de malhas de tetraedros em multirresolugdo, adaptadas
a dominios espaciais.
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Capitulo 3

Programacao Genérica e
Modelagem Topolégica

Programacao genérica é um paradigma de programagao orientado a algoritmo,
que consiste em considerar o algoritmo em primeiro lugar, identificando os con-
ceitos sobre os quais ele opera. O termo “conceito” acima possui um significado
preciso: um concetto € um conjunto de abstragdes computacionais que satis-
fazem certos requisitos sintaticos e seméanticos, conhecidos como interface e
propriedades, respectivamente. Qualquer instincia particular de um conceito
é chamada de modelo e diz-se que tal modelo implementa tal conceito. A
idéia bésica da programagdo genérica é que um algoritmo que atue sobre um
dado conceito deve ser especificado apenas em termos da interface e das pro-
priedades, sendo portanto aplicivel a todos os modelos que implementam esse
conceito. Um algoritmo assim especificado é denominado algoritmo genérico.
Em resumo, parafraseando N. Wirth, podemos dizer que

GENERIC ALGORITHMS+ CONCEPTS=GENERIC PROGRAMMING.

Nosso objetivo neste capitulo é aplicar as técnicas da programagdo genérica
a modelagem topoldgica, termo que utilizamos em analogia & modelagem geo-
métrica, ou seja, a modelagem topoldgica trata da descrigdo computacional
de objetos topolégicos. HEspecificamente, queremos formular um conceito que
capture a nogdo de malha de tridngulos, ou, mais geralmente, de malha n-
dimensional. Mas o que entendemos por “malha n-dimensional” ?

A nogdo de malha em computagdo grafica é propositadamente vaga, a fim
de acomodar as mais diversas situagdes. De maneira geral, ela corresponde a
nogao matemaética de complero, a qual admite varias modalidades. Grosso
modo, um complexo é composto de elementos mais simples colados uns aos
outros de tal forma que certas regras de compatibilidade estejam asseguradas.
Os diferentes complexos sdo nomeados segundo o tipo de elemento constituinte,
podendo ser complexos simpliciais, ciibicos ou poliedrais, por exemplo, conforme
os elementos sejam simplexos, cubos ou poliedros.

Cada um desses complexos tem suas aplicagdes preferenciais. Complexos
poliedrais, por serem fechados com relagdo as operagdes de unido e intersecao,
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sdo bastante empregados em aplicagdes de CSG. Complexos ctbicos sdo am-
plamente utilizados na discretizacdo de EDPs. Complexos simpliciais, por sua
vez, sdo vantajosos em aplicacbes que envolvam subdivisdo e multirresolucao.
Como essas sdo as aplicagbes que nos interessam por hora, uma malha para nés
corresponde a nogdo de complexo simplicial, com algumas restrigdes adicionais.
Tais restrigoes sdo necessarias pois complexos simpliciais sdo objetos muito ge-
rais. Na auséncia de informacao adicional, a recuperagdo da vizinhanga de um
dado simplexo, uma operagdo fundamental em muitos algoritmos, pode deman-
dar um tempo proporcional ao niimero de simplexos do complexo, quando seria
desejavel que esse tempo fosse proporcional ao nimero de simplexos realmente
na vizinhanga.

Isso nos leva a um ponto crucial na filosofia da programagio genérica: efici-
éncia. Um dos ingredientes da especificagdo de um conceito é o custo compu-
tacional de cada componente da interface, de modo que a complexidade de um
algoritmo genérico possa ser calculada de antemado e seja valida para qualquer
modelo que implemente esse conceito. O que faremos a seguir é propor um re-
finamento do conceito de complexo que possui propriedades étimas no quesito
eficiéncia.

Uma inovagdo desta tese é a utilizagdo de um objeto conhecido tecnicamente
como complexo semi-simplicial na representagdo de complexos simpliciais. Pre-
tendemos mostrar que tal decisdo é a mais adequada ao espirito da programagéo
genérica.

Outro ponto a se destacar deste capitulo é que vamos estudar um certo tipo
de objeto muito freqiiente em diversas aplicagdes, mas que até aqui, pelo menos
em nosso conhecimento, ndo havia sido batizado. Trata-se do anélogo simplicial
das hipersuperficies e que, por isso mesmo, esta sempre presente nos algoritmos
de aproximacao simplicial de hipersuperficies, ainda que disfargado.

O capitulo estd dividido em trés secSes. A primeira trata dos conceitos
geométricos, a segunda dos conceitos combinatérios relacionados e a terceira é
uma descrigdo da interface necessaria para operar sobre esses conceitos.

3.1 Conceitos Geométricos

3.1.1 Complexos Simpliciais

Um conjunto C' de pontos no espaco R™ estd em posi¢cdo geral se os vetores

P1 — Po,---,Pn — Po Sao linearmente independentes, para qualquer seqiiéncia
Po, P1,---,Pn de pontos em C, com n < m. O fecho convexo de n + 1 pontos
Po, P1,- - -, Pn em posicdo geral é denominado stmplezo n-dimensional, ou n-
stmplezo, e é denotado por (pg,...,pr). Por convengdo, o simplexo vazio tem

dimensao —1. Os pontos p; sdo chamados vértices do simplexo.
Se um ponto p pertence a um simplexo ¢ = (pg, ..., Pn), segue diretamente
da definicdo que p pode ser escrito unicamente da forma

P = WoPo + W1P1 + - .. + WnPhn,
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onde w; > 0e Y. w; = 1. Os coeficientes w; s&o conhecidos como coordenadas
baricéntricas de p com relagdo ao simplexo o. Dizendo a mesma coisa de outra
forma, as coordenadas baricéntricas fornecem uma bijecdo entre um n-simplexo
o qualquer e o simplezo n-dimensional padrdo

A" = {(w° ..., w") € R" T w' > O,Zwi =1},

que leva os vértices p; de o nos pontos e; = (e2,el,...,e?), com el = §;;. Dessa
caracterizagdo, fica facil ver que um simplexo é determinado completamente

pelos seus vértices, a menos de uma permutagdo, ou seja, se

(Pos---»Pn) = (20, n),

entdo ¢; = pr(;), para alguma permutagéo 7 dos inteiros entre 0 e n.
O fecho convexo de quaisquer r + 1 vértices de um simplexo o = (pg, - .., Pn)
é um r-simplexo §. Dizemos que § é uma face de o, ou § < o, em simbolos.
Dizemos também que o e ¢ sdo incidentes. Dois simplexos o; e g5 que se
interceptam em uma face comum 4, com oy # & # 03, sdo ditos adjacentes.
Estamos prontos para uma importante definigéo.

Definicdo 1. Um complexo simplicial € um conjunto K de simplezos do R™
satisfazendo a duas condig¢ées:

1. As faces de um simplezo em K também pertencem a K,

2. A interse¢do de dois simplexos de K ou € vazia ou € uma face comum
a ambos.

A realizagGo geométrica de um complexo simplicial K, denotada por | K],
é o conjunto dos pontos do R™ que pertencem a ao menos um simplexo de K.
Dizemos que K triangula um conjunto C C R™ se C = |K|. Claramente, um
mesmo conjunto pode ter varias triangulagGes.

A dimensdo de um complexo é, por definigdo, igual a maior das dimensdes
de seus simplexos.

3.1.2 Complexos lIsosimpliciais

Em computagédo gréfica, complexos simpliciais surgem essencialmente em duas
situagBes: ou na modelagem direta de objetos, ou na triangulagdo do dominio
de uma fungdo. Uma vez que uma fungdo f: D C R™ — R tenha seu dominio
triangulado, é possivel obter uma aproximacio linear por partes f, a partir
da interpolagdo linear do valor de f nos vértices da triangulacdo, fornecendo
assim uma representacio bastante compacta de f. Isosuperficies de f, ou seja,
conjuntos da forma {p € D|f(p) = k}, constituem, por sua vez, uma maneira
indireta de se modelar objetos.

Vemos assim que complexos simpliciais estdo presentes nos dois tipos mais
basicos de representacéo de objetos, a paramétrica (“direta”) e a implicita (“indi-
reta”). Para aumentar o paralelismo entre essas representagdes, vamos mostrar
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a seguir que as “isosuperficies de fungdes lineares por partes” ndo sdo meros
conjuntos de pontos, mas, ao contrario, podem ser dotadas de uma estrutura
similar a de um complexo simplicial.

Seja 0 = (pg, - . .,Pn) C R™ um n-simplexo e (fo, ..., fn) € R**!, com cada
fi # 0. Ao conjunto

0= ((pOafO)y .. 1(p‘n1f‘n)> = {p € o"fO’wO + flwl +...+ fn’llln - O})

onde os w; sdo as coordenadas baricéntricas de p com relagdo a o, denominamos
isostmplezo de suporte o e wvalores (fo,...,fn). Notamos que um mesmo
isosimplexo pode ter representacSes distintas. Por exemplo, substituindo-se
cada f; pelo multiplo af;, o # 0, o conjunto § ndo se altera. Também é possivel
obter outras representacoes através da alteragdo do simplexo suporte. Por isso,
sempre que nos referirmos a um isosimplexo, indicaremos seu suporte e seus
valores.

Vamos estudar mais atentamente o conjunto 8. Se os valores f; sdo todos
maiores que zero, ou todos menores que zero, § é vazio. Caso contrario, vamos
supor que existam k + 1 valores positivos e [+ 1 valores negativos. Sem perda de
generalidade, vamos supor também que os primeiros valores sejam positivos, de
modo que podemos definir fz+ = f; epj' ‘=p;,parat=0,...,ke f; = frr14i
ep, ‘= DPkt1+i, parat=20,...,[, com fj' >0e f, <0. Ou seja, separamos as
partes positivas e negativas do suporte e dos valores do isosimplexo 6.

Nio é dificil mostrar que a aplicagio I: A* x Al - ¢ dada por

k l
(wg,. - wi), (wy - w )+ oszjpi+ +ﬁ2w;p;, (3.1)
=0 =0
onde
! - k
—Di—o fi s 2izo AR

a = el =
Zi‘c:o fz+w1+ - Zi:o fiwi g Zf:o fj'wf - ZZ:O fiwy
mapeia o produto A¥ x Al bijetivamente em 6. Da definicio resulta também que
8 & convexo e que esta contido em um subespago afim de dimensdo k+1=n—-1
do R™. Podemos, portanto, definir a dimensdo de um isosimplexo 6 como
a soma k + [, exceto se k = n ou ! = n, quando convecionamos que 8 tem
dimensdo —1.
As faces de um isosimplezo 6 = ((po, fo),-- -, (Pn, frn)) s&o, por definigio,
isosimplexos

w = <(pi0:fio)1 AR (piq7fiq)>’

onde {iq,...,%q} C {0,...,n}. A nogéo de face era o que faltava para a seguinte
definicdo:

Definicdo 2. Um complexo isosimplicial € um conjunto O de isosimplezos do
R™ satisfazendo a duas condigdes:

1. As faces de um isostmplexo em O também pertencem a O.
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2. A intersecdo de dois isostmplexos de O ou € wvazia ou é uma face
comum a ambos.

Comparando as definigdes 1 e 2, vemos que elas sdo praticamente idénticas,
a unica diferenga sendo o tipo de “célula” usada para estruturar o complexo.

E facil ver que um simplexo isosimplicial O & definido unicamente pelo com-
plexo simplicial K formado pelos suportes dos isosimplexos em O e por uma
funcdo f definida nos vértices de K. Reciprocamente, o par (K, f) define um
complexo isosimplicial. Sendo assim, eventualmente usaremos essa correspon-
déncia para nos referir a complexos isosimpliciais.

Completamos assim a definicdo dos dois conceitos geométricos principais
com os quais trabalharemos, enfatizando sua semelhanga formal. Na préxima
secdo, vamos definir os anadlogos combinatérios desses conceitos, ou seja, va-
mos abstrair as propriedades geométricas desses conceitos e nos concentrar nas
nogoes de incidéncia e adjacéncia.

3.2 Conceitos Combinatoérios

Nesta segdo, em que discutiremos conceitos combinatérios relacionados aos com-
plexos simpliciais e isosimpliciais, muitas vezes definiremos objetos no contexto
combinatério que podem ser imediatamente associados a objetos geométricos.
A fim de abreviar a discussdo, deixaremos ao leitor o encargo de realizar tais
correspondéncias.

3.2.1 Complexos Simpliciais Abstratos

Abstraindo as informagdes geométricas dos complexos simpliciais, chegamos a
seguinte definigdo:

Definicdo 3. Dado um conjunto finito V, um complexo simplicial abstrato
sobre V' € um conjunto K de subconjuntos de V satisfazendo as seguintes
propriedades:

1. v €V se, e somente se, {v} € K,

2. Seog€e Ked Co, entdo § € K. Um elemento 0 de K é chamado
simplexo e os subconjuntos préprios de ¢ sGo chamados faces;

3. Eziste uma ordem parcial < em V tal que para quaisquer 0 € K e
v,v' € 0, ou v < v ouwv >V, ou seja, elementos de um mesmo
simplezo sGo compardveis. *

E facil ver que sempre podemos obter um complexo simplicial abstrato XK’ a
partir de um complexo simplicial geométrico K, basta fixar uma ordem total no
conjunto de vértices de K e associar a cada o = (pg,...,pn) em K o simplexo

10 item 3 da definigdo pode parecer desnecessario, e de fato nio é facilmente encontrado
na literatura, mas tem uma grande importéncia na nossa abordagem, pois permite a definigdo
subseqiiente de operador de face.
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o' ={po,...,pn} em K'. Veremos que as relagdes de incidéncia sdo preservadas
por esta associagdo, apenas os aspectos geométricos sdo “esquecidos”. Recipro-
camente, é possivel mostrar que todo complexo simplicial abstrato pode ser
mergulhado em algum R™, para m suficientemente grande.

Dizemos que L C K é um subcomplezo de K se L € um complexo sobre os
elementos de K em L, com a mesma ordem presente em K.

Aproveitando a notacao do caso geométrico, denotaremos um simplexo o =
{vo,v1,...,Un} em K, com vg < U1 < ... < Up, POL {Ug, V1, ..., Un).

No que segue, por vezes omitiremos o adjetivo “abstrato”, mas sempre estara
claro, a partir do contexto, a qual tipo de complexo queremos nos referir.

Um elemento o de K de cardinalidade n + 1 é denominado um n-simplezo
e dizemos que o tem dimensdGo n, ou, em simbolos, que d(¢) = n. Simplexos
zero e um dimensionais sdo denominados vértices e arestas, respectivamente.
A dimensdo de K é o maximo das dimensdes de seus simplexos. Por convengéo,
o elemento ) de K tem dimensdo —1. Adicionalmente, se K tem dimensio m,
chamaremos os m-simplexos de células e os (m — 1)-simplexos de facetas. Um
complexo K é puro se todo simplexo o estd contido em alguma célula.

Para cada n, podemos associar um conjunto K, consistindo dos simplexos
n-dimensionais de K. Podemos também definir operadores 0 : K, — Kjp_1,
0 < 2 < n, denominados operadores de face, da seguinte maneira: seja ¢ =
(vo,v1,-..,Vn) um n-simplexo . Entéo 8]*(c) = (vo,,...,Vi—1,Vit1,--,Un), OU
seja, Of'(o) é obtido eliminando-se o i-ésimo vértice de . Quando ndo houver
perigo de confusdo, omitiremos o superscrito no simbolo de operador de face. E
facil ver que os operadores de face satisfazem a relagdo

8;1_181-" = 6?:118;’, para0<j <1t < n. (3.2)

E possivel inverter o raciocinio e tomar a relagdo (3.2) como base para a
definigdo de um novo objeto:

Definicdo 4. Um complexo semi-simplicial m-dimensional K € uma seqiién-
cta de conjuntos finitos Ko, K1,...,Km, com K,, ndo vazio, dotados de
operadores 07*: K,, — Kp_1, satisfazendo a relagdo (3.2).

Um complexo semi-simplicial € um objeto mais geral que um complexo sim-
plicial abstrato, pois todo complexo simplicial abstrato d& origem a um com-
plexo semi-simplicial, como se depreende da discussdo acima, mas um complexo
semi-simplicial permite simplexos degenerados.

A grande vantagem dos complexos semi-simpliciais € que a natureza dos
elementos dos conjuntos K, nio esti especificada. N&o precisamos pensar ne-
les como conjuntos de vértices. Do ponto de vista da programacdo genérica,
elementos de conjuntos K, distintos podem implementar conceitos diferentes e
podem estar armazenados em diferentes tipos de containers.

Nossa estratégia é utilizar complexos semi-simpliciais para representar com-
plexos simpliciais abstratos. Para tanto precisamos apenas transportar a nogdo
de face para o contexto de complexos semi-simpliciais. Podemos fazé-lo induti-
vamente: seja § um n-simplexo e ¢ um m-simplexo com n < m. Sem =n + 1,
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§ é uma face de o se 9;(0) = §, para algum i; caso contrario, § é uma face de o
se existir um 7 € K, face de o tal que §;(7) = 4, para algum <.

Podemos agora definir a relagdo fundamental entre simplexos de um com-
plexo, seja ele simplicial ou semi-simplicial. Dois simplexos § e o sdo incidentes
se § &€ uma face de ¢ ou se ¢ é uma face de 6.

Portanto, as relagdes de incidéncia em um complexo estardo completamente
definidas se pudermos responder para cada simplexo o estas duas perguntas:

1. quais sdo as faces de o 7
2. de quais simplexos o é face ?

Naturalmente estamos interessados em algoritmos que respondam essas per-
guntas de maneira eficiente. A seguir vamos considerar complexos simpliciais
representados por complexos semi-simpliciais.

A primeira pergunta é mais facil e a defini¢do indutiva de face dada acima
jé& fornece um algoritmo. Se o é um m-simplexo, todos os n-simplexos que sdo
faces de o sdo obtidos através da composigdo sucessiva de m — n operadores de
face aplicadas a o,

aptlent? .. o

oo, (3.3)
para todas as escolhas possiveis de j;. Mas algumas dessas escolhas sdo re-
dundantes. Aplicando repetidamente a relagdo (3.2) a pares consecutivos de

operadores em (3.3) podemos nos limitar a indices j; que satisfazem
0<j1<52< ... <Jmen <m.

Vamos denotar por F/(m,n) o conjunto das (m — n)-uplas de inteiros que satis-
fazem as desigualdades acima. Observe que percorrer os elementos de F/(m,n) é
equivalente a percorrer o conjunto das combinagdes de m + 1 objetos em grupos
de m — n, problema extensivamente estudado (ver [14], por exemplo).

Portanto, para enumerar as faces de um m-simplexo o € suficiente percorrer
os elementos de F'(m,n) para 0 < n < m e aplicé-los via (3.3), respondendo
assim a primeira pergunta. Antes de passar a segunda pergunta, vejamos um
exemplo.

Seja ¢ = (vg,v1,V2,vs3,vs). Vamos aplicar o método descrito acima para
percorrer as faces de dimensdo 2 e 3 de o:

0203040 = (vg, 1) 00010 = (v2,v3,va)
0103040 = (vg, v2) 00020 = (v1,v3,Va)
010,040 = (g, v3) 00030 = (v1,va,Vs)
8182630' = <’U0,’U4> 80640' = <’U1,’U2,’03>
8063640' = <’U1,’U2> 81(920' = <’U0,’U3,’U4>
8082640' = <’U1,’U3> 81630' = <’U0,’U2,’U4>
8002030 = (v1,v4) 01040 = (vo, v2,v3)
8061640' = <’U2,’l)3> 62830' = <’UO,’U1,’U4>
8001030 = (v2,v4) 02040 = (vo, v1,v3)
6081620' = <’l)3,’l)4> 83840' = <’U0,’l)1,’02>

18



Ao analizarmos esse resultado, inferimos um padrdo interessante. HEsta claro
que para obter a face § = (vj,, v;,, .. ., vi,) de um simplexo o = (vg, v1,...,Um),
basta considerar o conjunto complementar

{jlan:---:jm—n} = {0:11"'1m}\{iO;ila"':i'n}i
com 71 < J2 < ... < Jm—n, € aplicar a o o operador indice

olig, %1, ,tn] = 8},0),...0j,, .0,

para o qual adotamos uma notagdo pés-fixa.

J& para responder a segunda pergunta podemos simplesmente enumerar as
faces de cada simplexo 7 de dimensdo maior que a de o e verificar se o esta entre
elas. Este método é claramente insatisfatério, mas € o tinico possivel na auséncia
de informagdo adicional. A seguir vamos obter refinamentos do conceito de
complexo simplicial que permitem responder a pergunta 2 de maneira mais
eficiente.

3.2.2 Pseudovariedades e Malhas Conformes

Algumas defini¢les sdo bem-vindas. Dois simplexos 0; € 05 em um complexo
simplicial abstrato K sio independentes se 0y Noy = 0. A juncdo oy %0, de
dois simplexos independentes o; € 05 é 0 conjunto o; U gy. A jungdo de dois
subcomplexos L e L', denotado por L% L', é o conjunto {oc*7:0 € L,7 € L'}.
O link de um simplexo ¢ € K é definido por

link(o, K)={r € K:0%xT € K}.

Finalmente, a estrela de 0 em K, denotado por st(o, K), é a jungdo ox*link(c, K).
Diante dessas definigdes, vemos que uma maneira equivalente de colocar a per-
gunta 2 é dado um simplexo o, como determinar sua estrela ? A definigdo a
seguir é uma restrigdo natural e 1til para responder essa pergunta.

Definicdo 5. Um complezo simplicial m-dimensional K é uma pseudovarie-
dade se:

1. K € um complezo puro, ou seja, todo n-simplexo, com n < m, € face
de alguma célula;

2. toda faceta € incidente a no mdzimo duas células.

O item 1 acima implica que cada n-simplexo é face de ao menos um (n + 1)-
simplexo e podemos portanto utilizar essa informagdo para determinar uma
célula inicial a partir do qual uma busca aos outros simplexos incidentes pode
ser efetuada. Ja o item 2 permite associar a pseudovariedade K um grafo G(K),
chamado grafo de vizinhan¢a de K, ou grafo dual, cujos vértices sdo as células
de K e cujas arestas sdo as facetas de K com exatamente duas células incidentes.
A idéia é utilizar esse grafo para prosseguir a busca dos simplexos incidentes.
Mas algumas restri¢cbes adicionais a pseudovariedade devem ser impostas para
limitar essa busca apenas a estrela do simplexo.
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Dizemos que uma pseudovariedade K é fortemente coneza se G(K) é co-
nexo. Para recuperar a estrela de um simplexo de maneira eficiente, entretanto,
€ necessaria uma condicao mais forte sobre K.

Definicdo 6. Dizemos que uma pseudovariedade fortemente conera K é
hereditaria se a estrela de cada vértice é fortemente coneza, isto €, se
G(st(v, K)) € conezo para todo vértice v € Ko. Uma pseudovariedade here-
ditdria € denominada malha conforme.

E possivel provar que se K é uma malha conforme, entdo G(st(c, K)) &
conexo para qualquer n-simplexo de K, para n > 0 ([1], Teorema [8:2]).

Em resumo, nossa abordagem para responder a pergunta 2 consiste em impor
um minimo de restrigSes ao conceito de complexo simplicial que sejam suficien-
tes para recuperar a estrela de cada simplexo, através do percorrimento do grafo
G(st(o, K)). Vale ressaltar que variedades combinatérias séo casos particulares
de malhas conformes.

3.2.3 Pseudovariedades Orientadas

Outro conceito importante que devemos modelar &€ o de orientagdo. Seja K
uma complexo simplicial m-dimensional puro. Uma orientagcdo de K é uma
aplicagdo o: K, — {—1,+1}, ou seja, uma atribuigdo de um sinal a cada célula.
Dizemos que uma pseudovariedade K & orientdvel se existe uma orientagdo o
satisfazendo

0(01)(~1)" = ~o(o3)(~1)’ (3.4)

para todos os pares (0;,02) tais que 8,01 = 8,02, isto é, células adjacentes
induzem orientagdes opostas em suas facetas comuns. Nesse caso, dizemos que
o par (K, o), ou simplesmente K quando a orientagdo estiver subentendida, é
uma pseudovariedade orientada.

Uma pseudovariedade m-dimensional K mergulhada em R™ é sempre ori-
entével, basta escolher a orienta¢do padrdo

o(o) = sgndet P,,

onde 0 = (pg,p1,---,Pm) € K €

11
ps P o

P, o = . . .
S Pm

11
| el g a5,
detP,, = (~1)i| .
a™ g - qp



1 1 1
Y G g
detP,, = (-1Y| . . T,
o™ gt e g
de modo que a e b estdo em lados opostos do hiperplano determinado pelos
pontos ¢, ..., ¢m. Aplicando uma mudanga de coordenadas, se necessario, po-

demos supor que a! > 0, b! < 0 e g} = 0. Efetuando a expansio de Laplace na
segunda linha dos determinantes acima, obtemos (3.4).

Uma pseudovariedade orientada fica completamente caracterizada, portanto,
pela lista de suas células, acompanhadas do respectivo sinal de orientagdo. As-
sim, adotaremos na seqiliéncia uma notagdo “algébrica”’, na qual uma pseudova-
riedade orientada m-dimensional (K, o) é representada pela “soma algébrica” de
suas células. Por exemplo, se m = 3 e

K3 = {01 = <’Uo,’l)1,1}2,’03>,0'2 = <UO:U1:v2:U4>}:
com o(o;) = +1 e o(0y) = —1, denotaremos

K = +<’U0,’U1,’Ug,’l}3> — <’U0,’U1,’l)2,’04>.

3.2.4 Complexos Isosimpliciais Abstratos

Finalmente, vamos definir o conceito de complexo isosimplicial abstratamente.

Definicdo 7. Seja K um complezo simplicial abstrato e s: V — {+1,-1}
uma fun¢do definida nos vértices de K. Ao complexo simplicial abstrato
O sobre o conjunto V' = {(v,s(v))|v € K}, tal que

(v, ...,Un) € K & ((vo,8(v0)),- -, (vn,s(vn))) € O,
denominamos complexo isosimplicial abstrato com suporte K e valores s.

Um elemento § = ((vg, s(v0)),- -, (vn,s(vn))) € O & denominado isosim-
plezo com suporte (vg, ..., v,) € valores (s(vg), ..., s(vs)), € serd denotado por
(vg n

vy, ..., Un

), onde a escolha do sinal + ou — superescrito a v; dependera do
sinal de s(v;). Por exemplo, representaremos 8 = {(vo, +1), (v1,+1), (v2, —1)}
por (UcJJr»UIL:vE)

A fim de introduzir a nogdo de dimens&o de um isosimplexo, sera util definir
o par de fungdes d*,d": O — Z dadas por d*(§) = ke d (8) =1, se § é um
isosimplexo com s; > 0 para k + 1 elementos e s; < 0 para ! + 1 elementos.
A dimensdo de um isosimplexo 8 é, por definigdo, igual a d*(8) + d~(9), se
dt () >0ed (8) >0, ouigual a —1, caso contrario.

Definida a dimensio de um isosimplexo, podemos aproveitar das se¢des an-
teriores, mutatis mutandzis, as defini¢cSes de vértice, aresta, célula, faceta, com-
plexo puro, pseudovariede e malha conforme. Conseqilientemente, um vértice
em O tem a forma (v ,v; ) ou (vy,v; ), por exemplo.
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Analogamente ao caso simplicial, podemos também definir operadores de
face no caso isosimplicial, da seguinte forma: 6;0 = w, onde w é a face ob-
tida eliminando-se o i-ésimo elemento positivo de 6, e §, 8§ = w' é a face
obtida eliminando-se o i-ésimo elemento negativo. Por exemplo, para § =
(vg v, vy 05 ,vg ), 058 = (v, vy ,v5 v ) e 87 6 = (v, vi,v5,v]). B possi-
vel verificar que as seguintes relagdes sdo validas:

88, (6) = 8,07 (6), para 0 < j <1< d*(9),

0;0; () =0, ,0; (), para0<j<i<d (f)e

0;0;7(0) = 6,065 (f), para0<:<d"(§) e0< 7 <d ().

O operador indice no caso isosimplicial, por sua vez, é definido por

lio, i1, iplslho, by, kg = 8500 | 8.8,...8, 6

onde
{j17j2) T xj(d*(o)fp)} = {0) 1a B 7d+(9)} \ {iO)il) s 17:17}7

com j; < J2 < ... < J(d+(6)-p)s €

{l1,1s,... ,l(d—(g),q)} =4{0,1,...,d (8)}\ {ko, %1, - - .,kq},

com l; <ly < ... <lg-(6)—q)- Para enumerar os vértices de um isosimplexo 6,
por exemplo, é suficiente aplicar o operador [i][k] a8, para 0 <7< d"(f) e
0 <k <d (), totalizando (d*(8) + 1)(d(8) + 1) vértices.

3.2.5 Triangulacao de isosimplexos

A idéia basica por tras da definicdo de complexo isosimplicial abstrato é capturar
as informacgdes de incidéncia de um dado complexo isosimplicial geométrico O.
Uma alternativa seria triangular O, transformando-o em um complexo simplicial
Tr(O), e a partir dai obter as informagSes de incidéncia. Mas essa converséo de
representagdes pode ser custosa, portanto devemos efetud-la somente quando
necessario. A seguir, vamos descrever um procedimento para a triangulagio de
isosimplexos, cuja validade é demonstrada em [13].

Seja 8 = {(po, fo), - - -+ (Pn, fn)) um isosimplexo geométrico tal que d*(6) = &
ed () =1. Seja

V = {6li):[j]_[0<i<ke0<j<I},
o conjunto de vértices de 8, o qual ordenamos lexicograficamente, isto €,
Oli]+[1]- < O[]+ [1']- & (2,7) <iex (4, 5")-

Considere agora o conjunto £ de todos os caminhos mondénotonos L =
LoL; ... Lyy; num reticulado de (k+1)x (I+1) pontos, ou seja, cada Ly = (%4, 74)
é tal que Lo = (0,0), Lg41 = (k,1) € Lgy1 = Ly + (1,0) ou Lgy1 = Lg + (0,1).
Note que podemos indentificar cada caminho em £ por uma permutagdo do
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multi-conjunto {k-0,1-1}, onde cada 0 significa um passo “a direita” (incremento
da primeira coordenada) e cada 1, um passo “acima” (incremento da segunda).
Assim,

Lo10 = (0,0)(1,0)(1,1)(1,2)(2,2),

A : k+1)! .
por exemplo. Essa correspondéncia mostra claramente que existem ( ,:,’l,) cami-

nhos distintos em L.

O complexo Tr(6) é definido sobre V' de modo que exista uma bijegio entre
os caminhos de £ e as células de Tr(6), bijegdo esta que associa o caminho
(io,jo)(’il,jl) . (ik+1,jk+l) € L a célula

(0[z0]+[70] -, B[21]+ [71]—, - - -, Oliktt]+ [Trra] - ) € Tx(6).

Este complexo Tr(6), entdo, representa a triangulagdo candnica do isosimplexo
6.

e D=

S Yo
\ le o
'U; Oo—o—I
i 3
vy’

Figura 3.1: Triangulagdo canénica do isosimplexo § = (vé",uf,v;‘, Ug , V7 )-

A cada caminho monétono no reticulado corresponde uma célula de Tr(6).

Em geral, se O é um complexo isosimplicial, Tr(O) := Upeco Tr(f) é uma
triangulagdo de O. Isso segue da compatibilidade da ordenagdo dos vértices
entre células adjacentes.

Resta um detalhe para obtermos uma descricido completa da triangulagao
Tr(O) de um complexo isosimplicial abstrato O: a orientagdo que devemos
atribuir &s células de Tr(O), caso o suporte K de O esteja orientado. A fim
de chegar a uma formulagdo combinatéria dessa questdo, vamos inicialmente
analizar esse problema no contexto geométrico.

Seja 8 = {(pa, fo),-- - (Pm, fm)) um isosimplexo mergulhado no R™ com
o = (pa,...,Pm) como suporte. As arestas de o s&o interceptadas por 6 em
pontos

% = (1 — wyj)ps + wijp;,
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com

Wi = - )

fi— 1
onde ¢ e 7 sdo tais que f; e f; tém sinais opostos. Suponha que alguma tri-
angulagdo de 6 contenha a célula 6 = (Qigjo, Qirjrs- -« » Qim_1jm_1)- OS Vértices

de § determinam um hiperplano Hs, que contém 6, cujos pontos satisfazem a
equagéo det Hs(z) = 0, onde

1 1 1
z Ziojo " Tim—1im—1
Hs(z) = —
m m m
z Zicjo " Tim—1ims

Assim, podemos convencionar que § tem orientagio positiva se os vértices de
o com valores positivos estdo no semi-espago positivo determinado pelo plano
Hj, e negativa caso contrario. B suficiente verificar isso para um tnico vértice,
pois todos os vértices com valores positivos estdo, por constru¢do, num mesmo
semi-espago. Obtemos, portanto, a orientacio o dada por

0(8) = (sgn fo)(sgndet Hs(po))- (3.5)
Podemos simplificar a expressdo (3.5) notando que

Hs(po) = —P,Ds,

onde
1 doo -+ dm_1p
0 do1 -+ dm_1
D5 = . . . . )
0 dO,m o dm—l,m

com dy; diferente de zero apenas quando (k,1) = (k,1x) ou (k,1) = (k, jx); neste
caso dg i, = (1 — wg;,) € dij, = Wk,j,. Pelo corolario 20 do capitulo 5, temos
que

sgndet Ds = sgndet s,

onde Es é definida do mesmo modo que Ds, mas com as entradas positivas

substituidas pelo escalar 1. A matriz Fs é, portanto, uma espécie de matriz

de incidéncia de §, onde as colunas, com excegdo da primeira, representam as

arestas de o interceptadas por § e as linhas representam os vértices de o.
Supondo que foi adotada a orientagdo padréo para o, temos que

o(6) = (sgn fo)(—sgndet P,)(sgndet Ds) = —(sgn fo)o(c)(sgn det Es).

A equacgdo acima envolve apenas dados combinatérios de 8 e ¢ e por isso servira
de base para a seguinte definigdo de orientacdo de células de uma triangulagao
de isosimplexos abstratos:

o(8) := —s(o]0])o(c)(sgndet Es). (3.6)

24



No caso particular de um simplexo § pertencente a triangulagdo canénica
Tr(#) de um isosimplexo 8 (que, sem perda de generalidade, podemos conside-
rar tal que os vértices positivos do suporte precedem os negativos), é possivel
encontrar uma expressdo simples para o determinante de Es. Com efeito, como
mencionado anteriormente, a cada simplexo § € Tr(6) corresponde uma per-
mutagdo A = (ay,as,...,ars:) do multi-conjunto {k- 0, - 1}, de modo que a
cada matriz Fg corresponde uma matriz F4. Pela definicdo de E4, temos que
a 1-ésima linha de E 4 possui todas as entradas nulas, com excegdo da ultima,
onde 2 = k + 1, caso agy; sejaiguala 0,e 1 = (k+ 1) + (I + 1), caso axy; seja
igual a 1. Assim, efetuando a expansdo de Laplace na :-ésima linha, verifica-se
que

det E(al’_. )= det E(al,._.,ak+l71)(—1)s

QK41
onde
s=(k+1+14+1)+(k+1+1+1)][arn =1+

(k+1+14+1)+k+1)[ar =0]

donde resulta que

det E(al,---,akﬂ) = det E(a1,...,ak+,71)(—1)(”1)[“"“:0] _

det Ea,... aysy)(—1)Qicrnl@=Dlaxs=01pyiaesi=o],
Aplicando essa equagao recursivamente, conclui-se que
det EA = (—]_)inv(A) (_l)k,

onde inv(A) denota o nimero de inversdes da permutagio A.

Para finalizar esta se¢do, vamos dar um exemplo completo de triangulagdo
de um complexo isosimplicial. Considere o complexo isosimplicial O mostrado
na figura 3.2. Ele é composto de duas células

6 = ((po, —1), (p1, +3), (2, —6), (p3, +3))

' = {(po, —3), (p1, +3), (P2, —6), (P3, +3)),

com suportes ¢ = (py,p1,P2,p3) € 0 = (po,P1,P2,P3), respectivamente. Os
seis vértices g;; sdo obtidos por interpolagdo linear, ou seja,
—f; fi
= pi + Pi,
fi= it fi— 1
paraoste j, com ¢ < j tais que f; f; < 0. Pela regra da méo direta, o(c) = +1
eo(d) = -1

Abstratamente, substituindo os pontos p; por vértices v; e definindo s(v;) =

Qij

sgn fi, temos que 8 = (vy,v7,v5,v5), ' = (vy,v{,v5,v5). Aplicando o
algoritmo de triangulacdo, obtemos as seguintes células para Tr(O):
61 = (6[0]+[0],0[1]+[0]-, O[1][1]-) {{vo ,v1 ), (g ,v3), (Vs ,u3))
& = (B[0)[0],6[0]+[1],6[1)+[1]-) = ((vg,v{)(v],vy){vs,03))
& = (O'[0)+[0]-, 0[]+ [0, &'[1]4[1]-) = ((vg, v ) (v, vg), (vz,03))
& = (O'[0)+[0]-, 0]+ [1], &'[1]+[1]-) = ((vg,vi) (o], 05),{vy,03))



(p17l+3) qo1 (por, —3)

Figura 3.2: Complexo isosimplicial O.

Com respeito a orientagdo, temos que

Bs, = By, = e Bs, =Ej =

— O O —
[ e )
O R R, O

1 0
1 0
0 1
0 1

o O O =

1
1
0
0

o O O =

Logo, o(61) = —1, o(82) = +1, 0(87) = +1 e o(64) = —1, resultados que sdo
coerentes com a geometria exibida na figura 3.3.

(v, v3)

(vg ,v3)
<U0'a U;)

(vg ,v7)

(v, v1)

Figura 3.3: Triangulagdo Tr(O).

3.3 Interface

Vamos descrever agora a interface computacional que utilizamos para operar
com os objetos definidos nas segbes anteriores. Antes, porém, vamos discorrer
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rapidamente sobre um recurso da linguagem C++ que usamos extensivamente
e que, de certa forma, é responsavel pela uniformidade da interface com relagdo
a dimensao dos objetos representados.

E bem conhecido por todos os usuérios da biblioteca STL [34] que a lin-
guagem C-++ suporta tipos parametrizados. B possivel, por exemplo, criar
vetores de inteiros (vector<int>) ou vetores de doubles (vector<double>), onde
os tipos int e double funcionam como pardmetros do container vector. Neste
caso, os parametros simplesmente determinam o tipo de dado que é armazenado
no container. Mas os parametros podem ter muitas outras finalidades, como
se pode ver nas bibliotecas BoosT [33] e Loxi1 [2].

O que talvez nao seja bem conhecido é que tipos podem ser parametrizados
nio sé por outros tipos, como também por valores. Um exemplo é o container
array da biblioteca BOOST que possui a seguinte definigéo:

template<class T, std::size t N>
class array {
public:
T elems [N]; // fized-size array of elements of type T

b

Assim, array<int,10> declara um vetor de inteiros que possui exatamente 10
entradas. O valor de N é usado internamente para realizar verificagdo de faixa
(range checking). Nossa idéia é usar uma técnica semelhante para parametrizar
a dimensao de simplexos e malhas.

Da mesma forma que iteradores sdo usados na biblioteca STL para isolar
os algoritmos de detalhes da implementacao dos containers, empregamos duas
familias de fipos assoctados a uma malha T, como pode ser visto na lista-
gem 3.1, para este mesmo fim. Ambas familias sdo parametrizdas pelo tipo
da malha e por um inteiro, da mesma forma que o container array. O tipo
simplex iterator<T,d> representa um iterador para o conjunto de simplexos d-
dimensionais de T. Quando um simplex iterator<T,d> é dereferenciado, o resul-
tado € um simplex descriptor<T,d> que representa um simplexo d-dimensional
de T. Além das operagdes requeridas nas interfaces exibidas na listagem, é as-
sumido que variaveis desses tipos possam ser passadas por valor sem overhead.

Outras informagdes sobre o tipo T, necessérias em tempo de compilagdo, sdo
armazenados na estrutura sc_traits<T>, entre elas a dimensé&o e a categoria da
malha T, ou seja, se T modela um complexo semi-simplicial, um complexo puro,
uma pseudovariedade ou uma multi-triangulacdo. Daremos mais detalhes sobre
isso no préximo capitulo.

Para abreviar o cédigo, definimos uma série de macros, apresentadas na
listagem 3.2.

Vamos agora detalhar a interface de cada conceito. Devemos notar que todos
os requisitos a seguir sdo basicamente operagdes de acesso imediato, portanto a
complexidade de cada uma dessas operagcdes deve ser constante.

A listagem 3.3 resume os requerimentos de um complexo semi-simplicial. A
fungdo face op nada mais é que a versdo computacional do operador J;, en-
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namespace vgtl {

// Dimension type
typedef std::size t dim t;

// Simplex descriptor type
template <class T, dim t d>
struct simplex descriptor {
simplex descriptor ();
simplex descriptor&
operator=(const simplex descriptor& s);
bool operator <(const simplex descriptor& s) const;
bool operator==(const simplex descriptor& s) const;

b

// Simplez iterator type
template <class T, dim t d>
struct simplex iterator {
simplex iterator ();
simplex iterator&
operator=(const simplex iterator& s);
simplex iterator& operator++();
simplex descriptor<T,d> operator x();
bool operator==(const simplex iterator& i) const;

b

// Simplicial Complez trait class

template <class T>

struct sc_traits {
static const dim t dim=T::dim;
static const dim_ t split dim=T::split dim;
typedef typename T::sc_ category sc_category;

b

Listagem 3.1: Tipos associados.
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#define Dim(T) vgtl::sc_traits<T>::dim

#define Simplex(T,N) vgtl::simplex descriptor<T,N>
#define Vertex(T) Simplex(T,0)

#define Edge(T) Simplex(T,1)

#define Facet(T) Simplex(T,Dim(T)—1)

#define Cell(T) Simplex(T,Dim(T))

#define Simplex it(T,N) vgtl::simplex iterator<T,N>
#define Vertex it(T) Simplex it(T,0)

#define Edge it(T) Simplex it(T,1)

#define Facet it(T) Simplex it(T,Dim(T)-1)

#define Cell it(T) Simplex it (T,Dim(T))

#define SplitDim(T) vgtl::sc_ traits<T'>::split dim
#define SplitSimplex (T) Simplex (T, SplitDim (T))

Listagem 3.2: Macros auxiliares.

// SIMPLICIALCOMPLEXCONCEPT

Simplex (T,k—1)

face_op(const T& t, Simplex(T,k) s, int 1i);
// (0< k< Dim(T) )
// Retorna 6;s.

void simplices(const T& t,
Simplex it(T,k)& sbegin
Simplex it(T,k)& send);
// Atualiza por referéncia o par de iteradores
// (sbegin, send) para os k-simplezos de T.

bool empty(const T& t, Simplex(T,k) s);
// Testa se s representa um simplezo vazio.

Listagem 3.3: Conceito de Complexo Simplicial.

quanto a fungdo simplices retorna iteradores para os simplexos. A fungio empty
apenas testa se um descritor de simplexo representa um simplexo vazio. Como
isso é feito é uma questdo de implementagdo, mas, tipicamente, um descritor
é representado internamente por um ponteiro ou por um indice inteiro. Sendo
assim, é razodvel que um simplexo vazio seja representado por um ponteiro nulo
ou por um indice invalido, respectivamente.

Com esses requerimentos, ja é possivel especificar algoritmos que recuperam
as relagdes de incidéncia em um complexo. Um primeiro passo é sobrecarregar a
fungdo face op, a fim de permitir o acesso as faces de qualquer dimensao, como
se vé na listagem 3.4.

O algoritmo para teste de pertinéncia exibido na listagem 3.5 simplesmente
percorre todas as combinagdes validas de tras para frente até encontrar uma
face do simplexo sg que seja igual a ss. Note como a dimensdo dos simplexos é
usada em tempo de compilagao para o tratamento de casos especificos.
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template <class T, dim t k, dim t 1>
Simplex (T,k—1)
face _op(const T& t,
Simplex(T,k) s,
const array<dim t,I1>& a) {
const array<dim t,1-1>& b=
reinterpret cast<const array<dim t,1-1>&>(a[1l]);
return face op(t,face op (t,s,b),a[0]);

}

template <class T, dim t k>
Simplex (T, k—1)
face op(const T& t,
Simplex (T,k) s,
const array<dim t,1>& a) {
return face op(t,s,a[0]);

}

Listagem 3.4: Composicio de operadores de face.

template <dim t k, dim t 1, class T>
typename enable if<greater c<k,1>,bool >::type
in(const T& t,

Simplex (T,k) sg,

Simplex(T,1) ss) {

array<int ,k—1> v;

for(int i=(1+1); i<(k+1); ++i) v[i-1-1]=i;

do {

if (face _op(t,sg,v)==ss) return true;
} while (prev_combination(k+1,v.begin(),v.end()));
return false;

}

template <dim t k, dim t 1, class T>
typename enable if<lesser c<k,1>,bool >::type
in(const T& t,

Simplex (T,k) sg,

Simplex(T,1) ss) {

return false;

}

template <dim t k, dim t 1, class T>
typename enable if<equal c<k,l>,bool >::type
in(const T& t,

Simplex (T,k) sg,

Simplex (T,1) ss) {

return sg==ss;

Listagem 3.5: Incidéncia.
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// PURESIMPLICIALCOMPLEXCONCEPT
// Refina SIMPLICIALCOMPLEXCONCEPT

Simplex (T,k+1)

up simplex(const T& t, Simplex(T,k) s);
// (0< k< Dim(T) )
// Retorna um k + 1-stmplezo u, tal que 8;u = s, para
// algum 1.

bool is current(const T& t, Cell(T) c);
// Testa se c pertence a triangulagdo corrente.

Listagem 3.6: Conceito de Complexo Simplicial Puro.

template <class T, dim t k>
typename disable if<cell c<T,k>,Cell(T)>::type
top cell(const T& t, Simplex(T,k) s) {

return top cell(t,up simplex(t,s));

}

template <class T, dim t k>
typename enable if<cell c¢<T,k>,Cell(T)>::type
top cell(const T& t, Simplex(T,k) s) {

return s;

}

Listagem 3.7: Top cell.

A interface para complexos puros, listagem 3.6, adiciona dois novos requisi-
tos. A fungdo up simplex(t,s) retorna um simplexo u tal que d;u = s. Aplicando
recursivamente essa fungdo, obtemos o algoritmo top cell, listado em 3.7. Note
como a informagdo da dimensdo é usada para parar a recursdao. Ja a fungao
is_current testa se uma célula pertence a malha corrente, conceito util em va-
rias situagdes.

O conceito de Pseudovariedade, exibido na listagem 3.8, refina o de complexo
puro, basicamente com a introdugdo do requisito cells (t,f), que retorna o par
de células incidentes a faceta f. Se a faceta f é incidente a apenas uma célula, ou
seja, se f € uma faceta de bordo, convecionamos que os dois componentes do par
sdo iguais a célula incidente. A fung&o orientation (t,c) retorna a orientacio da
célula c e as fungbes mark e mark _set sdo Uteis em algoritmos de percorrimento
do grafo de vizinhanca de uma pseudovariedade. Para tornar o cédigo de tais
algoritmos mais legivel, definimos algumas fungdes auxiliares, constantes da
listagem 3.9.

Outra operagdo bastante comum em uma pseudovariedade é a que retorna
para cada célula o, a célula adj; o, isto é, a 1nica célula da triangulagdo que
compartilha a faceta 0,0 com o. O algoritmo que implementa essa operagdo
aparece na listagem 3.10.
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// PSEUDOMANIFOLDCONCEPT
// Refina PURESIMPLICIALCOMPLEXCONCEPT
pair<Cell(T), Cell (T)>
cells(const T& t, Facet(T) f);
// Retorna as células incidentes a f. Se f é uma faceta
// de bordo, (c1,c2)=cells(t,f) = cl1==c2.

int orientation(const T& t, Cell(T) c);
// Retorna a orientag¢do de c.

enum mark type {white mark, black mark, gray mark};

mark type mark(const T& t, Cell(T) c);
// Retorna a cor da célula ¢

void mark set(const T& t, Cell(T) c, mark type m);
// Atribui a cor m a célula ¢

Listagem 3.8: Conceito de Pseudovariedade.

template <class T>
void visit(const T& t, Cell(T) ce) {
mark set(t,ce,black mark);

}

template <class T>
void unvisit(const T& t, Cell(T) ce) {
mark set(t,ce,white mark);

}

template <class T>
bool visited(const T& t, Cell(T) ce) {
return (mark(t,ce)!=white mark);

Listagem 3.9: Visit.

template <class T>

Cell(T) adjacent(const T& t, Cell(T) ce, Facet(T) f) {
pair<Cell (T), Cell (T)> ces=cells(t,f);
if (ces.first==ce) return ces.second;
else return ces.first;

}

template <class T>
Cell(T) adjacent(const T& t, Cell(T) ce, int i) {

return adjacent(t,ce,face op(t,ce,i));

}

Listagem 3.10: Adjacent.
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template <class T, dim t k, class Output>
typename disable if<facet or cell c<T,k>,void >::type
star (const T& t, Simplex(T,k) s, Output o) {
queue<Cell (T)> st;
queue<Cell (T)> to visit;
to_ visit.push(top cell(t,s));
while (!to visit.empty()) {
Cell(T) c=to visit.front ();
to wvisit.pop();
if (!visited(t,c)) {
st .push(c);
visit (t,c);
for(int i=0;i<=Dim(T);++i) {
Facet (T) f=face op(t,c,i);
Cell(T) ca=adjacent(t,c,f);
if ((!'visited (t,ca))&&in(t,f,s)) to visit.push(ca);
}
}
}

while (!st .empty()) {
Cell(T) c=st.front ();
st .pop ();
unvisit (t,c);
¥0=c; ++o0;

Listagem 3.11: Estrela.

Um exemplo mais complexo de algoritmo que faz sentido em pseudovarieda-
des, mais precisamente em malhas conformes, é o que recupera a estrela de um
dado simplexo (listagem 3.11). Dado um simplexo s, o algoritmo star executa
uma busca em largura no grafo G(st(s,t)). O fato deste grafo ser conexo garante
que o algoritmo retorna todas as células incidentes a s.

Por fim, os atributos geométricos basicos dos complexos simplicias e isosim-
pliciais podem ser acessados através da interface exibida na listagem 3.12.

Além dos algoritmos ja descritos, implementamos muitos outros, inclusive
algoritmos para criagdo e alteragdo de malhas, em particular um algoritmo gené-
rico para triangulagdo de complexos isosimpliciais. Tais algoritmos necessitam
que o tipo T implemente outras fungdes que sdo responsaveis pela criagio de ele-
mentos e pela atualizagdo de dados. A descrigdo destes requisitos tomaria muito
tempo, mas ndo h4 nenhum segredo. Quem estiver interessado pode consultar
a documentagéo especifica da biblioteca.

Por fim, vamos descrever brevemente como criar uma estrutura vc parame-
trizavel pela dimensdo e que implemente todos os requisitos acima. A idéia
basica esta descrita na listagem 3.13. Quando o tipo bs<T,k> (o0 nome vem de
basic stmplez) vai ser instanciado, uma série de testes envolvendo k e Dim(T)
é efetuada em tempo de compilagdo, a fim de determinar que campos estardo
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// GEOMETRICAL REQUIREMENTS

point<Dim(T), double >

euclidean point(const T& t, Vertex(T) v);
// Retorna as coordenadas do vértice v.

int signal(const T& t, Vertex(T) v);
// Retorna o signal associado ao vértice v.

double scalar value(const T& t, Vertex(T) v);
// Retorna o valor escalar associado ao vértice v.

Listagem 3.12: Requisitos geométricos.

presentes. Por exemplo, suponha que Dim(T)==3 e k==2. Como k é diferente
de 0, bs<T,2> contém o campo fop; como k é igual a Dim(T)-1, bs<T,2> contém
0 campo cov. Em resumo, bs<T,2> tem a seguinte forma:

struct bs<T,2,Data> : Data<2> {
Simplex(T,1) fop|[3];
Simplex (T,3) cov[2];
¥

Ou seja, um bs<T,2> contém referéncias para suas trés arestas e para as duas
células incidentes, além dos atributos presentes na estrutura Data<2>.

A classe vc pode agora ser definida de modo a conter uma seqiiéncia de
vetores de simplexos (listagem 3.14). Quando a classe ve<d> vai ser instanci-
ada, recursivamente sdo instanciadas as classes vc_rep, que contém vetores de
simplexos basicos. Para d==3, obtemos a seguinte estrutura:

struct vc<3,Data> : Data<4> {
vector<bs<vc<3,Data>,3,Data> > vc_rep<3,3,Data>::
vector<bs<vc<3,Data>,2,Data> > vc_rep<2,3,Data>::
vector<bs<vc<3,Data>,1,Data> > vc rep<1,3,Data>::
vector<bs<vc<3,Data>,0,Data> > vc rep<0,3,Data>::
b

PP

Neste caso, utilizamos o containter vector para armazenar os simplexos, mas
poderiamos ter usado qualquer outro. O container list, por exemplo, seria
mais interessante caso a aplicagdo de interesse envolvesse delegdes de simplexos.
Ou seja, a escolha do container depende da aplicagdo, o que importa é dar ao
usuério liberdade de escolha, mantendo a interface basica.

3.4 Conclusdo

Embora tenhamos adotado uma ordem légica para a apresentagdo do contetido
deste capitulo, na qual percorremos o caminho que desce dos conceitos mate-
maticos abstratos para o concreto mundo dos algoritmos e estruturas de dados,
temos que admitir que na realidade o caminho aconteceu quase inteiramente no
sentido contrario. A motivagdo inicial era a implementagdo de uma aplicagao
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template <class T, dim_ t k>
struct bs faces {

Simplex (T,k—1) fop[k+1];
¥

template <class T>
struct bs_ faces<T,0> {

¥

template <class T, dim t k, bool t=(k<(Dim(T)-1))>
struct bs_up {
Simplex (T,k+1) up;

b

template <class T, dim_ t k>
struct bs_up<T, k,false> {

};

template <class T, dim t k, bool t=(k!=Dim(T))>
struct bs_cell {

};

template <class T, dim t k>
struct bs_cell<T,k, false> {
bool cur : 1;
bool ori : 1;
mark type mk : 2;
short 1lvl: 16;
bs cell() : cur(true), mk(white mark),
ori(false), 1lvl(0) {}

¥

template <class T, dim t k, bool t=(k!=(Dim(T)-1))>
struct bs_ facet {

¥

template <class T, dim t k>
struct bs facet<T,k,false> {
Cell(T) cov[2];
bs facet () {};
¥

template <class T, dim_t k,
template <dim t> class Data—extra data>
struct bs : Data<k>, bs_ faces<T, k>,
bs cell<T,k>, bs facet<T,k>, bs_ up<T, k> {

b

Listagem 3.13: Implementagao.
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template <dim t d,
template <dim t> class Data>
struct vc;

template <dim t k, dim t d,

template <dim t> class Data>
struct vc _rep : vc_rep <k—1,d,Data> {
vector<bs<vc<d,Data>,k,Data> > a;
b

template <dim t d,
template <dim t> class Data>
struct vc_rep<0,d,Data> {
vector <bs<vc<d,Data>,0,Data> > a;

};

template <dim_t d,
template <dim t> class Data=extra data>
struct vc : vc rep<d,d,Data>, Data<d+1> {

};

Listagem 3.14: Implementagéo.

para visualizagdo de malhas de tetraedros. Duas influéncias guiaram a imple-
mentacdo: de uma parte, a biblioteca ST'L nos fez pensar em uma malha como
um conjunto de containers no qual sdo armazenados os atributos dos simplexos;
da outra parte, a maneira como a biblioteca GRAPH BOOST relaciona as arestas
e vértices de um grafo por meio de uma interface funcional, nos inspirou a fazer
o mesmo para os simplexos da malha. Foi pesquisando a maneira correta de
fazer isso que descobrimos na literatura o conceito de complexo semi-simplicial,
que se encaixou como uma luva. Com um pouco mais de intimidade com as
técnicas da programacdo genérica, chegamos a estrutura de dados exibida na
listagem 3.13, que é a base para a implementagdo de complexos semi-simpliciais
n-dimensionais.

A inspiragdo para o conceito de complexo isosimplicial veio do trabalho de
Taubin e Ronfard sobre Modelos Implicitos Simpliciais [35]. Nos apenas enfa-
tizamos a semelhancga formal entre complexos simpliciais e complexos isosimpli-
ciais, além de dar um tratamento mais abstrato. J& o algoritmo de triangulagao
de complexos isosimpliciais foi programado inicialmente com uma construgao
recursiva mas, posteriormente, na tentativa de justificar esta construcao, desco-
brimos em [13] a construgio baseada em reticulados.

Entre os trabalhos anteriores sobre modelagem baseada em complexos sim-
pliciais em dimensdo arbitréaria destacamos [28]. Diferentemente da nossa abor-
dagem, entretanto, a estrutura de dados apresentada nesse artigo ndo codifica
todas relagdes de incidéncia, mas somente as relagdes de adjacéncia entre células.

Fora do mundo simplicial, existem muitas estruturas de dados para a mo-
delagem de objetos topoldgicos, dentre as quais citamos a cell-tuple de Brisson
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[6] € os G-Maps de Lienhardt [17]. Seria interessante, em um trabalho futuro,
aplicar algumas técnicas de programagdo genérica que utilizamos aqui a estas
estruturas de dados.

A principal objegdo com respeito a utilizagdo de complexos simpliciais para
a representacdo de objetos topoldgicos reside em sua “verbosidade”, ou seja, um
grande numero de simplexos é necessario para se representar certos objetos,
mesmo em casos bem simples. Isso justifica a existéncia das varias estruturas
de dados para complexos ndo simpliciais. Enquanto ndo seja possivel refutar
completamente essa objecdo, pretendemos mostrar que, no caso de complexos
isosimpliciais, este problema pode ser amenizado com a introdugdo de “defor-
magoes” associadas ao suporte de cada isosimplexo, dando origem ao conceito
de complexo isosimplicial curvilinear. Mas antes de tratar deste assunto, vamos
discutir no préximo capitulo duas razdes que explicam por que os complexos
simpliciais sdo ainda bastante usados, apesar de todas as objegdes: subdivisdo
e multirresolugdo.
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Capitulo 4

Esquemas de Subdivisao Estelar

Freqiientemente, seja no estudo das propriedades topolégicas das malhas, seja
em aplicagdes, é necessario aplicar modificagbes nas malhas que diminuam ou
aumentem sua complexidade, isto é, a quantidade total de simplexos, mas que
ndo alterem determinadas propriedades. Um exemplo de tais modificagoes sao
as operagdes estelares. De fato, muitos dos conceitos da topologia combinatéria
estdo fundamentados nas operagdes estelares [16]. Seja K um complexo sobre o
conjunto de vértices V, K’ um complexo sobre V' = VU{v} e o um simplexo de
K. A operagdo que transforma K em K', removendo st(o, K) e substituindo-o
por vxOoklink(o, K), onde 8o denota o bordo de o, ou seja, o complexo formado
pelas faces proprias de o, é denominada subdivisdo estelar e é denotada por
K' = K(o,v). A operagio inversa (o,v) ! que transforma K' em K é chamada
fusdo estelar. Estas operacdes estdo representadas na figura 4.1.

Vejamos rapidamente como operagdes estelares sdo utilizadas em topologia
combinatéria. Dois complexos sdo estelar equivalentes se estdo relacionados
por uma seqiiéncia de operagdes e stelares. Uma n-bola estelar € um complexo
estelar equivalente a um n-simplexo e uma n-esfera estelar é um complexo es-
telar equivalente ao bordo de um (n + 1)-simplexo. Um complexo simplicial M
é uma varitedade estelar n-dimensional se para cada vértice v € M, link(v, M)
€ uma (n — 1)-esfera estelar ou uma (n — 1)-bola estelar. Um resultado bésico
da teoria estelar, o teorema de Newman, afirma que se existe um homeomor-
fismo linear por partes entre dois complexos simpliciais, entdo eles sdo estelar
equivalentes, e vice-versa, estabelecendo assim uma correpondéncia entre a te-
oria estelar (mais combinatéria) e a linear por partes (mais geométrica), a qual
permite o transito entre essas duas abordagens, de acordo com a conveniéncia.
Conseqiientemente, o conceito de variedades estelar é essencialmente equivalente
ao conceito de variedade linear por partes.

E possivel mostrar também que as propriedades topolégicas de um complexo
K s@o preservadas por operagles estelares. Em particular, se K é uma malha
conforme, K' também o é.

Esse foi um pequeno resumo da teoria estelar. O nosso objetivo, entretanto,
€ mais pratico que tedrico. Queremos definir esquemas de subdivisdo combi-
natorios, ou seja, métodos “automaticos” de se propagar subdivisdes em uma
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(b) Subdivisdo em uma faceta

LN LN

(c) Subdivisdo em uma célula

Figura 4.1: Operagdes estelares aplicadas em faces de um tetraedro. (—) indica
subdivisdo e (+), fusdo.

malha que se baseiem apenas em seus dados combinatérios. A idéia é usar a
ordem parcial definida no conjunto de vértices da malha para guiar o processo
de subdivisdo. Para tanto, faz-se necessario, primeiramente, compatibilizar o
item 3 da definigdo de complexo simplicial abstrato (definigdo 3) com a notagéo
para subdivisdo estelar, o que faremos na préxima segéo.

4.1 SubdivisGes estelares ordenadas

Com relagdo a notagdo empregada para representar subdivisoes estelares, ainda
que esteja implicito que a ordem parcial entre os elementos de V' distintos de
v seja a mesma que estd presente entre os elementos de V/, ndo fica claro como
o elemento adicionado v compara-se aos demais. Para resolver esta questéo,
vamos escrever K' = K (6, v); quando for necessério explicitar que a ordem dos
elementos em V' é tal que v é o i-ésimo elemento em cada uma das células de
st(v, K'). Essa operagdo é denominada subdivisdo estelar ordenada.

Vamos considerar o efeito de uma subdivisdo estelar ordenada sobre o com-
plexo K gerado por uma finica célula m-dimensional 0. Seja § uma face n-
dimensional de o tal que

o[J0,71, -+ Jn] = 6.

Da definigio de subdivis&o estelar, segue que o complexo K’ = K (4, v); consiste
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de n + 1 células
€90, C10,...,Cn0,

que denominamos células filhas da célula o, uma vez que cada face de dimensao
n — 1 de 86 da origem a uma célula de K'. Como v ocupa a posi¢do ! em todos
as células c;o e cada faceta 0;, 0 pertence a um tnico ¢;0, podemos definir as
células filhas de tal modo que a relagao

6; C;0 = ajnﬂ. g

seja satisfeita.
A orientacdo das células filhas resulta dessa relagdo, uma vez que, para a
orientagdo ser consistente, é necessario que

o(cio)(=1)! = o(o)(=1)"" .

Assim podemos definir
o(c;io) := o(a)(—1) 7.
Antes de prosseguir, vamos a um exemplo concreto. Considere o complexo
K= <’Uo,’01,’02,’03> + <’U1,’U2,’03,’U4>,

composto de duas células o7 = (vg,v1,v2,v3) € 02 = (U1, Vs,V3,Vs). Vamos
calcular o complexo K' = K(§,v)s, com § = (vy,v3). Temos que

01[1,3] =4 e 02[0,2] =6,

portanto
Co01 = <'U01'U11U1U2) C101 = (vo,vz,v,va)
Co02 = <'U1y'Uzy'Uy'U4) C102 = <Uz,v3,U,’U4)
e
o(coo1) = (=1)23 = -1 o(c107) = (—1)2+1 = —1
o(coos) = (=1)2*2 = +1 o(c103) = (=1)210 = 41’
logo
K' = —(vo,v1,v,v2) — (v0,v2,v,V3) + (v1, 2,9, Va) + (V2, V3,0, v4),

resultado coerente com a figura 4.2.

Da discussio acima resulta que uma seqiiéncia de operagdes de subdivisio
T = (01,v1)1, (62,v2)1, - - - (0q, Vq)1, sobre uma malha inicial K, imp&e uma hie-
rarquia entre as células dos complexos intermediérios, hierarquia que relaciona
as células subdivididas com suas filhas. Podemos assim associar a uma ma-
lha inicial K e a uma seqiiéncia de subdivisdes 7, uma fung¢do nivel level(o)
que mede a profundidade de o na hierarquia. A fungdo level deve claramente
satisfazer as propriedades

level(c) =0 & o € K e level(c;0) = level(o) + 1.

40



U3 U3
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U1 U1

Figura 4.2: Representagio grafica da operagio K' = K (6,v)2.

Se o é tal que level(s) > 0, entdo existe uma tnica célula p(o) tal que
cip(o) = o, para algum 1, a qual denominamos célula pa: de o. Se level(o) = 0,
vamos convencionar que p(c) = 0.

Da mesma forma, level(o) > 0 implica que existe um tnico vértice weld(o) €
o tal que weld(o) ¢ p(o). O vértice weld(o) é denomidado vértice de fusdo de
o, pois se quisermos desfazer a operagdo que subdividiu o, este é o vértice que
deve ser removido da malha. Também vamos convencionar que weld(o) = 0, se
level(c) = 0.

Agora estamos prontos para definir os esquemas de subdivisdo estelar.

4.2 Esquemas de Subdivisao Estelar

Um esquema de subdiviséo estelar é composto de dois ingredientes: um conjunto
de invariantes combinatérios T e um algoritmo de subdivisio SUBDIVIDE.
Dada uma malha conforme K satisfazendo a Z , possivelmente obtida a partir
de uma seqiiéncia de subdivises 7, e uma célula ¢ € K, SUBDIVIDE(K o)
efetua uma seqiiéncia de subdivisdes estelares (01, v1)1, (02, 2)1, - - - (g, vg)1, €M
K, onde somente d, é face de o, a chamada face de subdivisdo de o, de tal
modo que a malha resultante

KI = K(élxvl)ll (62,’02)[2 e (5q,’l}q)lq,

bem como cada uma das malhas intermediarias, também satisfaga a Z. Em
resumo, o algoritmo SUBDIVIDE, a fim de manter certas propriedades da malha
invariantes, propaga uma seqiiéncia de subdivisdes antes de subdividir o.

Como o préprio nome indica, o conjunto de invariantes Z deve referir-se
apenas a dados combinatérios da malha, tais como a ordem parcial entre os
vértices e as relagdes de adjacéncia e de hierarquia entre as células. O conjunto
T também pode conter relages entre “rétulos” ou “cores” associadas as células,
desde que existam regras definidas sobre como tais objetos se comportam com
respeito a subdivisdo estelar.

Um exemplo tipico de invariante é o que estabelece que células adjacentes
diferem em um nivel no méaximo, isto &,

0,0 = Ojw = |level(o) — level(w)| < 1. (OneLevel)

Esse invariante é importante pois assegura que atributos fisicos ou geométricos
associados as células variam “suavemente” na malha.
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E 6bvio que quanto mais “frouxos” forem os invariantes, mais livres estario os
algoritmos para efetuarem subdivisGes. Inversamente, invariantes rigidos impde
restrigdes quanto a seqiiéncia de subdivisGes aplicadas a malha que, em ultima
analise, resultam em malhas dotadas de regularidade e simetria.

Vamos examinar algumas restrigdes desejaveis aos algoritmos de subdivi-
sdo. Dizemos que SUBDIVIDE é consistente se existe uma fungdo split definida
na malha que associa a cada célula ¢’ uma face split(c’) < o' tal que, para
qualquer subdivisdo K'(6,v) que venha a ser efetuada durante a execugdo de
SuBDIVIDE(K, 0),

o' € st(6,K') = split(o') =6,

ou seja, todas as células a serem subdivididas em uma mesma operagéo estelar
concordam sobre a face de subdivisdo. Gragas a essa propriedade, é possivel
projetar um algoritmo de fusdo genérico WELD(K,v) que remove v de K,
desfazendo aquelas operagdes subseqiientes a que inseriu v na malha e que de-
pendem de v.

Um algoritmo consistente é alternante se weld(o) ¢ split(o) para toda célula
o. Isso significa que faces recém criadas ndo podem ser faces de subdivisdo,
forcando a propagacdo da subdivisdo para fora da estrela de split(o).

Com relagdo a hierarquia entre as células, dizemos que um algoritmo de
subdivisdo é balanceado se, em qualquer subdivisdo K'(d,v) que venha a ser
efetuada durante a execugdo de SUBDIVIDE(K, o),

o' 0" € st(8, K') = level(c') = level(a"),

isto é, todas as células a serem subdivididas estdo no mesmo nivel hierarquico.
Se interpretarmos que a fung8o level(o) mede a qualidade da aproximagio de
atributos geométricos associados as células, verificamos que a propriedade acima
esta relacionada a homogeneidade dos atributos calculados durante a propagagéo
da subdiviséo.

Finalmente, um algoritmo de subdivisdo é baseado em n-simplezo se a
dimensdo da face de subdivisdo é igual a n. A seguir, vamos examinar dois
esquemas de subdivisdo estelar, cujos algoritmos de subdivisdo possuem as pro-
priedades acima, ou seja, sdo consistentes, alternantes e balanceados, sendo que
um deles, o esquema de Mitchell [24], é baseado em faceta e o outro, o esquema
de Maubach [20], baseado em aresta. O esquema de Mitchell é mais facil de se
entender, enquanto o de Maubach é mais sutil. Por isso adotaremos a estratégia
de descrever o esquema de Mitchell com mais detalhe do que o necessério, a
fim de identificar exatamente as etapas criticas da demonstragdo da corregdo do
esquema, aproveitando em seguida a mesma estrutura dedutiva para o caso do
esquema de Maubach.

4.2.1 Esquema de Mitchell

A idéia bésica do esquema de Mitchell é “divida sempre a face oposta ao ‘pri-
meiro’ vértice”. Reinterpretada em termos de invariantes da malha, essa idéia
resulta na seguinte definig&o:
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template <class T>

void

mitchell subdivide (T& t, Cell(T) c) {
Cell(T) ca=adjacent(t,c,0);
if (level (t,ca)<level(t,c)) mitchell subdivide(t,ca);
mitchell facet split(t,face op(t,c,0));

}

N O Ol W N

Listagem 4.1: Algoritmo de Mitchell

Definicdo 8. Uma malha m-dimensional K satisfaz os invariantes de Mitchell
se, além da propriedade ezpressa em (OneLevel), para quaisquer células
adjacentes 0 e w, com 0;0 = Ojw, valem as sequintes propriedades:

i=0=3j

level(o) = level(w) = ou (MitchellA)
i#0#]

level(o) =level(w) +1=1=0+#j (MitchellB)

Essas condigdes possuem uma significado bem simples. Se definirmos
split(o) := Gp0 = 0[1,2,...,m],

vemos que a primeira condi¢do diz que para duas células ¢ e w adjacentes de
mesmo nivel, ou split(c) = split(w), ou split(c) ¢ w e split(w) ¢ 0. Ja a
segunda condigio diz, como veremos abaixo, que se a célula de menor nivel w
for subdividida em split(w), uma de suas células filhas compartilhara a face de
subdivisdo com o.

E facil dar exemplos de malhas que satisfazem os invariantes de Mitchell.
De fato, dada uma malha K qualquer, é possivel efetuar um ntmero finito de
subdivisdes estelares em K, de modo a obter uma malha K’ que satisfaga os
invariantes de Mitchell. Basta, por exemplo, aplicar a operagio (o, v,)q a todas
as células ¢ € K e colocar level(c’') = 0, para todas as células ¢’ da malha
resultante K'. Mas, dependendo da malha K, pode-se obter o mesmo efeito
com menos subdivisdes.

O algoritmo de subdivisdo que explora esses invariantes esta descrito na
listagem 4.1. A idéia é propagar subdivisdes da forma (split(c), v)o; mantendo
os invariantes. A seguir, vamos provar trés lemas que serdo necessarios na
demonstragdo da corregdo do algoritmo 4.1.

Lemal. Seja K uma malha que satisfaz os invariantes de Mitchelle o,w € K
duas células adjacentes com ;0 = O;w. Entdo

level(w) < level(s) , set=0
level(w) > level(o) , set#0.
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Demonstragdo. Se level(w) > level(o), entdo, por (OneLevel), level(w) =
level(c) + 1. Segue de (MitchellB) que ¢ # 0, o que prova o primeiro caso.
Se level(w) < level(o), entéo, por (OneLevel), level(o) = level(w) + 1. Segue de

(MitchellB) que ¢ = 0, o que prova o segundo caso. O
Lema 2. Seja K uma malha composta de uma tnica célula m-dimensional
we K = Kw|[l,2,...,m],v)e. Entdo as células c;w de K', 1 =0,...,m —
1, satisfazem as relagdes Opm_iciw = Om—_iCit1w, para 1 = 0,...,m — 2, e

OmCm—1W = Oycow.

Demonstragdo. Seja w = {(z,v1,V2,...,Um_2,Um_1,Um). Aplicando a opera-
gdo (w[1,2,...,m],v)q, obtemos as seguintes células e relages em K':
Cow = <Ur T,V1,U2,- .- yIUm721vm71>
ciw = (v, Z,V1,V2, -, Um_2, Um) OmCoW = Opmciw
Cow = (V,Z,1,%2,...,Um_1,Um) Om—101W = Om_1Cow
Cm—2W = (V,Z,V1,V3,...,Vm—1,Um) | O2Cm_2W = 02Cm_1W
Cm-1W = (V,Z,V2,V3,...,Um—1,Um) | OmCm_1W = rcow
e o resultado segue, pois nenhuma outra relagdo de adjacéncia é possivel. O

Lema 3. Seja K uma malha composta de duas células m-dimensionais ad-
jacentes 0 e w, com ;0 = O;w, tais que

0 < level(o) — level(w) < 1.

Entdo, se K satisfaz os invariantes de Maitchell, K' = K(w[1,2,...,m],v)q
também os satisfaz.
Demonstragcdo. Séo trés os casos possiveis:
1. level(o) =levellw) et =0=7
Ambas células sdo divididas, dando origem as células cx0 e cxw, todas com
mesmo nivel, que, pelo lema anterior, satisfazem as relagbes 0,,_rcrw =

Om—kCkt+1W, Om—_kCk0 = Om—_kCrt10, Para k =0,...,m — 2, OnCm_1w =
O2¢CoW, OmCm_10 = Ocoo. Além dessas relagdes, claramente temos que
Oi1cx0 = Ojcpw, para k = 0,...,m — 1. Todas essas relagbes satisfazem a
(MitchellA).

2. level(o) = level(w) e 1 #0 # 5
w é dividida, dando origem as células ciw, que, pelo lema anterior, sa-
tisfazem as relagdes Om_kCkw = Om—_kCrt1w, , Para k = 0,...,m — 2
€ OmCm—_1w = Oacow, que satisfazem (MitchellA). Temos também que
0;0 = Ogcm—jw, que satisfaz a (MitchellB).

3. level(g) =levelw)+1et=0#7

w é dividida, dando origem as células cxw, que, pelo lema anterior, sa-
tisfazem as relagdes Om_kCkw = Om_kCriy1w, , Para k = 0,...,m — 2
€ OmCm_1w = Oacow, que satisfazem (MitchellA). Temos também que
0,0 = Ogcm—jw, que satisfaz a (MitchellA).
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Em todos os casos, K' satisfaz os invariantes de Mitchell. O

Recapitulando, o lema 1 diz basicamente que, para cada célula ¢ em uma
malha Mitchell, existe no maximo uma célula adjacente de nivel menor do que
o, justamente a célula adj, . O lema 2 diz que as células filhas de uma célula o
satisfazem os invariantes de Mitchell ap6s uma subdivisdo. Finalmente, o lema
3, mostra que a invariancia persiste depois de uma subdivisdo, no caso de duas
células adjacentes. Como os invariantes de Mitchell estdo descritos em termos
de pares de células adjacentes, podemos usar esses resultados para provar que
o algoritmo de Mitchell funciona corretamente.

Teorema 4. Sejam K uma malha m-dimensional que satisfaz os tnvariantes
de Mitchell e 0 uma célula de K. Entdo a malha K' resultante da aplicacdo
do algoritmo (4.1) a (K,0) também satisfaz os invariantes de Mitchell.
Além disso, o algoritmo € consistente, alternante e balanceado.

Demonstragdo. Por indugéo no nivel de . Seja | o menor valor assumido pela
funcdo level em K. Se level(o) = [, segue do lema 1 que level(w) = [, com
w = adjyo. Portanto, a recursdo na linha 5 ndo é efetuada. De (MitchellA)
resulta que 8y0 = How, ou seja, split(c) = split(w). Aplicando o lema 3 a todos
os pares de células adjacentes (¢’,w’), com w' € st(split(o), K), temos que a
subdivisdo efetuada na linha 6 resulta em uma malha K’ que satisfaz a tese. Se
level(o) > I, podemos utilizar o lema 1 e a hipétese de indugéo na linha 5 para
recair a um caso semelhante ao inicial. O

4.2.2 Esquema de Maubach

O esquema de Maubach se originou do estudo da processo de subdivisdo da tri-
angulagdo canénica (também conhecida como Coxeter-Freudenthal-Kuhn [12])
de um cubo “pela maior aresta” (figura 4.3). A idéia é codificar a maior aresta
combinatorialmente.

Definicdo 9. Uma malha m-dimensional K satisfaz os invariantes de Maubach
se, além da propriedade expressa em (OneLevel), para quaisquer células
adjacentes 0 e w, com 0;0 = O;w e definindo type(c) := m — (level(o)
mod m), valem as seguintes propriedades:
i=j
level(o) = level(w) = ou (MaubachA)
{27} = {0, type(w)}

level(o) = level(w) + 1 = 2 = type(w) e 7 € {0, type(w)} (MaubachB)
Analogamente ao esquema de Mitchell, a interpretagdo dessas condicbes esta
relacionada ao compartilhamento das faces de subdivisdo, no caso arestas de

subdivis@o, entre células adjacentes. Se definirmos

split(o) := [0, type(o)],
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Figura 4.3: Propagagdo da subdivisdo segundo a “maior aresta”.

vemos que a primeira condi¢do diz que para duas células 0 e w adjacentes de
mesmo nivel, ou split(c) = split(w), ou split(c) ¢ w e split(w) ¢ . Com efeito,
se split(o) é aresta de w, entéo 8;0 = G;w com 1 ¢ {0,type(s)}. Portanto, da
condigdo (MaubachA), resulta que ¢ = j, j& que type(o) = type(w). Assim, o €
w s&o duas células que diferem apenas no ¢-ésimo vértice, com ¢ ¢ {0, type(w)},
logo split(c) = split(w). Ja& a segunda condigdo diz, como veremos abaixo, que
se a célula de menor nivel w for subdividida em split(w), uma de suas células
filhas compartilhara a face de subdivisdao com o.

Como exemplo de malhas que satisfazem os invariantes de Maubach, temos
o seguinte resultado, cuja demonstragdo postergaremos para o final desta segao:
a triangulagdo canénica de um produto cartesiano de um niimero arbitrario de
simplexos satisfaz os invariantes de Maubach.

Dada uma malha m-dimensional K qualquer, é possivel, de maneira analoga
ao esquema de Mitchell, efetuar um nimero finito de subdivisGes estelares em
K, de modo a obter uma malha K' que satisfaga os invariantes de Maubach.
Uma maneira de fazer isso é aplicar inicialmente a operagéo (o, v, ), a todas as
células o € K, depois a operagdo (6, vs)m_1 a todas as facetas § € K, e assim
sucessivamente até aplicar a operagio (€, v.); a todas as arestas € € K e colocar
level(¢') = 0, para todas as células ¢’ da malha resultante X’. Daremos mais
detalhes sobre essa construgdo no fim da secdo.

O algoritmo de subdivisdo de Maubach, exibido na listagem 4.2, € um pouco
mais complexo que o de Mitchell, mas os passos necessarios para provar sua
corregdo sdo bastante similares, como veremos a seguir.

Lema 5. Seja K uma malha que satisfaz os invariantes de Maubach e o,w €
K duas células adjacentes com 0,0 = Ojw. Entdo

{ level(w) < level(o) , se: & {0,type(o)}
level(w) > level(o) , se i € {0,type(o)}.

Além disso, se level(w) < level(o), entdo 1 = type(w).

Demonstragdo. Se level(w) > level(o), entdo, por (OneLevel), level(w) =
level(og) + 1. Segue de (MaubachB) que ¢ € {0, type(c)}, o que prova o primeiro
caso. Se level(w) < level(o), entdo, por (OneLevel), level(c) = level(w) + 1.
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template <class T>
void
maubach subdivide (T& t, Cell(T) ce) {
dim t k=Dim(T)—level (t,ce)%Dim(T);
list <Cell (T)> st;
queue<Cell (T)> to visit;
to visit.push(ce);
while (!to visit.empty()) {
Cell(T) c=to wvisit.front ();
to visit.pop();
if (!visited(t,c)) {
visit (t,c);
st .push _back(c);
for(int i=0; i<=Dim(T);++1i) {
if ((i==0)||(i=k)) continue;
Cell(T) ca=adjacent(t,c,i);
if (!visited(t,ca)) {
if (level (t,ca)<level(t,c)) {
maubach subdivide(t,ca);
ca=adjacent (t,c,i);
}
to visit.push(ca);
}
}
}
}
Edge(T) e=face ind(t,ce, <dim t>(0,k));
maubach edge split(t,e,k,st.begin(),st.end());

}

Listagem 4.2: Algoritmo de Maubach
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Segue de (MaubachB) que i = type(w), logo ¢ ¢ {0,type(c)}, o que prova a
observagao e o segundo caso. O

Lema 6. Seja K uma malha composta de uma inica célula m-dimensional w
e K' = K(w[0,1],v);, com 1 > 0. Entdo as células cow e c;w de K' satisfazem
a relagd@o Gpcow = O)_1c1W.

Demonstragdo. Seja w = (vg,v1,...,Unm). Aplicando a operagdo (wl0,],v),
obtemos as seguintes células e relagdes em K':

cow = (Ug, V1, - .-, Vi—1,V,Vi41,- -, Um)
W = <’U1,’U2, e UL U, Vg, - ,'Um> 300010 = 6171C1'LU
e o resultado segue. O

Lema 7. Seja K uma malha composta de duas células m-dimensionais ad-
jacentes 0 e w, com 0;0 = O;w, tais que

0 < level(o) — level(w) < 1.

Entdo, se K satisfaz os invariantes de Maubach, K' = K(wl[0,1],v);, com
| = type(w), também os satisfaz.

Demonstrag¢do. S&o sete os casos possiveis:

1. level(o) =level(w) ei =35 =0

w € subdividida resultando nas células cow e ¢cyw, com Oycow = Oj_1C1W,
que satisfaz a (MaubachA). Temos também que 8y0 = §;c1w, que satisfaz
a (MaubachB).

2. level(o) = level(w) ei =35 =1

w € subdividida resultando nas células cow e ¢cyw, com Oycow = Oj_1C1W,
que satisfaz a (MaubachA). Temos também que 5,0 = d;cow, que satisfaz
a (MaubachB).

3. level(o) =level(w) ez =7 =k ¢ {0,1}

0 e w sdo subdivididas resultando nas células cgo e ¢;0, com Ogcqo =
Bi—1c10, € cow e cyw, com Jycow = ;1 c1w, que satisfazem a (MaubachA).
Temos também que Oxcood = Oxcow € Ox_1¢10 = Ox_1C1w, que satisfazem
a (MaubachA).

4. level(o) = level(w), 1 =0e 7 =1

w é subdividida resultando nas células cow e ¢cyw, com Oycow = Oj_1C1W,
que satisfaz a (MaubachA). Temos também que 8y0 = 8;cow, que satisfaz
a (MaubachB).

5. level(o) = level(w), i =1ej=0

w é subdividida resultando nas células cyw e ¢c;w, com Gycow = O)_1c1W,
que satisfaz a (MaubachA). Temos também que 8,0 = §,c;w, que satisfaz
a (MaubachB).
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6. level(o) =levelw)+1,i1=1lej=0

w é subdividida resultando nas células cow e ciw, com Gycow = O;_1c1wW,
que satisfaz a (MaubachA). Temos também que 8,0 = §;c;w, que satisfaz
a (MaubachA).

7. level(o) = level(w) + 1,2 =1lej=1

w é subdividida resultando nas células cow e ciw, com Gycow = O)_1c1W,
que satisfaz a (MaubachA). Temos também que 8,0 = 8,cow, que satisfaz
a (MaubachA).

Em todos os casos, K' satisfaz os invariantes de Maubach. O

De modo similar ao esquema de Mitchell, podemos aplicar os lemas acima
na demonstragio da corregdo do algoritmo de subdivisdo de Maubach. O dnico
detalhe adicional é que, neste caso, a hipétese da malha K ser conforme é impres-
cindivel, ja que o algoritmo de Maubach embute implicitamente o percorrimento
da estrela da aresta de subdivis&o.

Teorema 8. Sejam K uma malha m-dimensional que satisfaz os tnvariantes
de Maubach e ¢ uma célula de K. Entdo a malha K' resultante da aplica¢do
do algoritmo (4.2) a (K,o0) também satisfaz os tnvariantes de Maubach.
Além disso, o algoritmo € consistente, alternante e balanceado.

Demonstragdo. Por indugdo no nivel de . Seja | o menor valor assumido pela
funcéo level em K. Se level(o) = I, segue do lema 5 que células adjacentes a o e
que compartilham a aresta de subdivisdo € = o]0, type(o)] também tém nivel I.
Portanto, a recurséo na linha 19 n&o é executada, € o loop entre as linhas 8 — 26
nada mais faz que percorrer a estrela de € e armazena-la na lista st. Aplicando
o lema 7 a todos os pares de células adjacentes (¢',w’), com w’ € st(e, K), temos
que a subdivisio efetuada na linha 28 resulta em uma malha K’ que satisfaz
a tese. Se level(o) > I, podemos utilizar o lema 5 e a hipétese de indugdo na
linha 19 para recair a um caso semelhante ao inicial. O

Vamos retomar o tema das malhas que satisfazem os invariantes de Maubach.
Antes de provar o teorema 9, vamos definir o que entendemos por triangulagdo
canénica de um produto de simplexos. Dados n simplexos

A™ = (vg, ., U, ),
A™2 = (vF, ..., v7,,),
Amn = <U(7)11"'7Urr:1n>7

o conjunto de vértices V do produto cartesiano & = A™ x - --x A™n & formado
pelos vértices vy, com L = (L!,...,L™) € P, onde

P={0,...,mi} x{0,...,mo} x--- x {0,...,mp},

tal que

v = (VL1, V2, ey V).
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Considere agora o conjunto £ de todos os caminhos mondnotonos L =
LoL, ... Ls sobre o reticulado P, com s = my + ... 4+ my, ou seja, cada Ly =
(Lg,...,L}) & tal que Lo = (0,...,0), Ly = (ma,...,mpn) € Lgy1 = Lg+ J,
onde todas as entradas de J sdo nulas, exceto uma que vale 1.

O complexo Tr(X) é definido sobre V' de modo que exista uma bijegio entre
os caminhos de L e as células de Tr(X), bijegdo esta que associa o caminho
LoL;y...Ls € L a célula

(’ULO,’ULI,...,’UL5> ET‘I(Z)

Este complexo Tr(X), entdo, representa a triangulagdo candnica de X.

N_— o =

(a) AT x A? (b) A x Al x A!?
Figura 4.4: Produtos de simplexos.

Teorema 9. Seja Tr(X) uma malha que representa a triangulagdo canénica do
produto de n simplezos & = A™ x A™2 x ... x A™~. Entdo, para quaisquer
células o,w € Tr(X),

61026jw:>i:j.

Em particular, Tr(Z) satisfaz os invariantes de Maubach.

Demonstra¢do. Uma propriedade basica da construgéo acima é que para toda
célula o € Tr (%),
ojl=vr & |L| =7,

Sejam o,w € Tr(¥) duas células adjacentes, com

0= (Vpg,---,VL,) €W =(vp,...,011),
tais que 9;0 = (vry,...,vrr_ ) = Ojw. Entéo existe um tnico k € {0,..., s} tal
que k & {|Lgl,...,|Ls_4|}. Portanto, |L;| = k = |L}|, logo 1 = k = j. Note que
k ¢ {0, s}, visto que para toda célula o € Tr(Z), o[0, 5] = (v(q,...,0), U(ms,...,mn))-

O outro problema que devemos tratar é como transformar uma malha ar-
bitraria K em uma malha que satisfaz os invariantes de Maubach. Para tanto,
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vamos inicialmente considerar como obter a subdivisdo baricéntrica de K atra-
vés da aplicacdo de subdivisdes estelares. Depois provaremos que a subdivisdo
baricéntrica de K assim obtida satisfaz os invariantes de Maubach.

A definigio usual da subdivisdo baricéntrica B(¢) de um simplexo o € in-
dutiva: se d(o) = 0, entdo B(o) = o, se d(0) = n, encontre B(8;0) para cada
0 < ¢ < n e tome B(o) igual ao complexo v, x U] B(8;0). Se adotarmos
a ordem parcial em B(c) na qual v, & o n-ésimo vértice de qualquer célula
6 € B(o), temos que

6 = <v0'0!v(717"':U0n))

com ¢, =0, 0;_1 < 0; € d(o;) = j. Reciprocamente, toda seqiiéncia de faces

og < 01 < ... < 0p, com o, =0 e d(o;) =7, d4 origem a uma célula § de
B(o).
O mesmo efeito pode ser obtido por uma seqiiéncia de subdivisdes, basta
tomar
B(o) = 0(0,v6)n H (On—1,Yop_1)n—1--- H (01,Ve,)1-
op_1<0 o1<0o
d(op_1)=n—1 d(op)=1

Para estender a subdivisdo baricéntrica a um complexo K, é suficiente aplicar
as subdivisbes sobre todas os simplexos de K, na ordem correta:

BK)=K [] (omvoe)n [] (On 1,0 )n1.- [] (01,00)1.

on€EK op_1€EK oc1EK
d(on=n) d(op_1)=n—1 d(o1)=1

Podemos agora enunciar o resultado desejado.

Teorema 10. Seja K uma malha n-dimensional. Entdo, para quaisquer cé-
lulas o,w € B(K),
;0 =0jw=1=7.

Em particular, B(K) satisfaz os invariantes de Maubach.

Demonstra¢do. Uma propriedade basica da construgéo acima é que para toda
célula ¢ € B(K),
o7l =vs & d(8) = J.

Sejam o,w € B(K) duas células adjacentes, com
0= (Usyy--,Vs,) € W= (Vs,...,5),
tais que 6,0 = (vsy,...,vs7 ) = O;w. Entéo existe um tnico k € {0,...,n} tal

que k ¢ {d(dg),---,d(6,_1)}. Portanto, d(é;) = k = d(5;), logor =k =7. [

4.2.3 Aspectos geométricos

O tratamento que demos aos esquemas de subdivisdo estelar foi, até aqui, pu-
ramente combinatério, mas obviamente os aspectos geométricos também sao
relevantes. Vamos, portanto, descrever brevemente um resultado, devido a
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(a) Célula inicial (b) Subdivisdo baricéntrica
(c) Encolhendo as células (d) Removendo a estrela de um
vértice

Figura 4.5: Subdivis8o baricéntrica. Na figura (d) fica claro que cada célula
n-dimensional fica dividida em n + 1 hipercubos combinatérios n-dimensionais

Maubach, sobre as propriedades geométricas do esquema que leva seu nome,
além de discutir alguns outras questdes de carater geométrico.

Seja C™ = [0,1]™ o hipercubo n-dimensional e Tr(C™) sua triangulagio
candnica. Considere uma malha M obtida a partir de um seqiiéncia de apli-
cagoes do algoritmo de Maubach tal que as arestas sdo subdivididas sempre
em seus pontos médios, ou seja, M = M,, onde My = Tr(C"), cujas células
possuem nivel 0, e

M, 1 = MAUBACHSUBDIVIDE(M;, 0;),

com o; € uma célula qualquer de M;.

O resultado de Maubach diz que se type(o) = type(w) para duas células
o,w € M, entdo 0 e w sdo semelhantes, ou seja, existe uma transformagio
de semelhanga que leva ¢ a w. Resulta, portanto, que existem no méaximo n
tipos diferentes de células em M, a menos de semelhangas. A demonstragdo
original de Maubach é um tanto intrincada, por isso esbogaremos a seguir uma
demonstragdo mais simples, utilizando os resultados combinatérios da segdo
anterior.

Fixada uma dimens&o n, vamos definir n simplexos n-dimensionais

0; = <pi,01pi,11 R ,pi,n>,
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onde Dij S Rn: Pn,o = Oe Pn,j+1 = Pn,j + €j+1, €

;i ,Se ] #1
_ :{ Pij se]#

Pi,j s
5 ,5€ 1 = 1.

Se um simplexo w = (qo, . - ., qn) é semelhante ao simplexo o; de tal modo que
a transformagdo de semelhanca S: R” — R™ satisfaz a condicdo S(g;) = p; j,
dizemos que gtype(w) = 2.

O fato geométrico essencial relativo aos simplexos o; pode ser assim resu-
mido: se w é um simplexo tal que gtype(w) = [, entdo os dois simplexos cow €
ciw obtidos pela operagdo estelar

’ w[0] + w[l]

w(w(0, ] 5

)

satisfazem gtype(cow) = gtype(ciw) = ', onde ' =1 —1sel #1el' =n
se I = 1. A demonstragdo deste fato é tediosa, mas a idéia é simples. Segue
facilmente da definigdo que coo; = 051, se 1 # 1 e que cpo; = %, onde *
denota um escalamento de fator % de 0,,. Por outro lado, apés a translagdo que
leva o vértice inserido a origem, c;0; é levado em cqo; por uma reflexdo seguida
de uma permutagdo. Compondo as transformagdes na ordem correta, chega-se
ao resultado desejado.

O teorema de Maubach ficard demonstrado se provarmos, para toda célula o
de uma malha M obtida da malha Tr(C™) por uma seqiiéncia de aplicagdes do
algoritmo de Maubach, que type(o) = gtype(o). Mas isso segue facilmente do
fato acima por indugéo no ntmero k de subdivisdes. De fato, se k = 0, type(c) =
n para todas as células, pois M = Tr(C™) é a malha inicial, e gtype(o) = n,
pois uma simples permutacio de coordenadas leva o a 0,,. Se k > 0, temos que
M = M'(6,v) onde todas as células que serdo subdivididas possuem o mesmo
nivel, j4 que o algoritmo de subdivisdo é balanceado. Logo type(c) = [ para
todas as células o na estrela de §. Aplicando a hipétese de indugéo, temos que
gtype(o) também é igual a I. Segue da propriedade geométrica mencionada no
paragrafo anterior que a tese se verifica apés a subdivisao.

A demonstragido dada por Maubach é mais complexa porque ele exibe expli-
citamente as transformacoes de semelhanga, informagdo que pode ser util tanto
na teoria quanto em aplicagdes. Por exemplo, é possivel usar essas transforma-
¢Oes para calcular as coordenadas dos vértices de uma célula sob demanda, ao
invés de armazend-las como atributos dos vértices.

Embora o critério de subdivisdes de arestas no ponto médio resulte em uma
malha bastante simétrica, em algumas aplicagdes é necessario relaxar essa con-
digdo. Sem pretender esgotar as possibilidades, exibimos na figura 4.6 trés
outros critérios de subdivisdo de aresta. No primeiro, uma reparametrizagdo de
coordenadas em cada eixo distorce a triangulacdo. No segundo, a subdivisdo
pode ocorrer em qualquer ponto da aresta, ndo apenas em seu ponto médio. No
altimo critério, o vértice inserido pode estar em qualquer ponto, desde que a
malha ndo se dobre sobre si mesma.
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(a) Divis8o ao meio (b) Divisdo ao meio, mas com
reparametrizagdo em cada eixo

(c) Divisdo em qualquer ponto (d) Divis3o arbitraria
ao longo da aresta

Figura 4.6: Critérios geométricos para subdivisdo. Note que todas as triangu-
lacbes sdo combinatorialmente equivalentes

4.3 Interface

Como vimos nas segOes anteriores, a aplicagdo de subdivisbes estelares induz
uma hierarquia entre as células das malhas intermediarias. Em algumas apli-
cagles, é interessante guardar toda a hierarquia, de modo que a resolugdo da
malha possa ser ajustada segundo algum critério adaptativo. Nosso objetivo
nesta secdo é formular um conceito que una as idéias de multiresolugdo e de
subdivisdo estelar. Antes, contudo, precisamos de algumas definicGes.

Seja (C, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dados ¢,c’ € C, diremos
c < c se ¢ < ' e nfo existe nenhum outro ¢’ € C tal que c < ¢’ < ¢. Um
elemento ¢ € C é minimal se ¢ < ¢’ para todo ¢’ € C. Um elemento minimal
tnico é denominado minimo. Elementos mazimais e elemento mdzrimo sdo
definidos analogamente.

Definicdo 10. Uma multi-triangulagdo estelar n-aria (n-MT, abreviadamente)
€ um conjunto parcialmente ordenado (T,<), onde T € um conjunto finito
de malhas conformes e a ordem < satisfaz:

1. Dadas K, K' € T, K < K' se, e somente se, K' = K(,v), para algum
simplezo (n — 1)-dimensional § de K;
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2. Existe uma malha minima e uma malha mdzima em T, chamadas
malha inicial e malha final, respectivamente.

A propriedade 2 diz que uma n-MT §é, de fato, um reticulado, portanto
um n-MT pode ser pensada como um grafo dirigido aciclico, com uma fonte e
um dreno, cujas arestas estdo rotuladas por subdivisGes estelares em simplexos
(n — 1)-dimensionais.

Uma n-MT é composta de varias malhas, relacionadas entre si por operagdes
estelares. Mas isso ndo significa que devamos representar cada malha separada-
mente, uma vez que as malhas compartilham muitos de seus simplexos. Nossa
abordagem é representar todas as malhas em um tnico grande complexo simpli-
cial, com um sub-complexo representando a malha corrente. Fungbes adicionais
codificam as relagdes hierarquicas entre as células e as relagGes estelares entre
o (n — 1)-simplexo subdividido e o vértice inserido. Essas fung¢bes extras sdo
suficientes para se implementar as transigoes entre malhas no reticulado.

A interface computacional exibida na listagem 4.3 resume os requisitos que
devem ser acrescentados ao conceito de pseudovariedade para se lidar com multi-
triangulagoes estelares. As fungdes parent e child permitem a navegagdo pela
hierarquia de células. Elas também permitem descobrir se uma célula pertence
a malha inicial, caso sua ela tenha o simplexo vazio como pai, ou se pertence a
malha final, caso todas suas células filhas sejam o simplexo vazio. As fungdes
split_vertex e split simplex registram as subdivisGes estelares e, similarmente,
testando-se o valor de retorno com o simplexo vazio, permitem descobrir se
um vértice pertence a malha inicial, caso nio tenha sido originado de nenhuma
subdivisio, e se um (n — 1)-simplexo foi ou ndo dividido. A fungio level retorna
o nivel da célula na hierarquia. FEla pode ser implementada através de um
algoritmo que sobe na hierarquia de células, ou como uma simples fungéo de
acesso a um atributo associado as células. Finalmente, a fungdo is_current, ja
descrita em outro conceito, é utilizada para determinar a malha corrente.

A implementagdo do conceito n-MT utiliza as mesmas técnicas descritas no
capitulo anterior (confira a listagem 4.4). A estrutura ms, que representa um
simplexo em uma n-MT, possui um parimetro extra que indica a dimensdo
do simplexo de subdivisdo. Os dados adicionais sdo justamente os necessarios
satisfazer os requisitos descritos no paragrafo anterior.

4.4 Conclusiao

A motivagédo inicial por tras dos resultados deste capitulo era a extensdo para
malhas de tetraedros do trabalho de Velho e Gomes sobre malhas hierarquicas
de triangulos [37]. Pesquisando na literatura, descobrimos que as operagdes es-
telares descritas em [1] e [16] poderiam servir de fundagéo para tal extenséo, néo
s6 para o caso de malhas de tetraedros, como também no caso n-dimensional.
Ao mesmo tempo, estudando a nogdo de multi-triangulagdo da “escola de Gé-
nova” [10], verificamos que poderiamos substituir as alteragbes locais, porém
arbitrarias, por operagdes estelares, sem grande perda de expressividade, mas
com grande simplificagdo em termos de estruturas de dados e implementagao.
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// MULTITRIANGULATIONCONCEPT
// Refina PSEUDOMANIFOLDCONCEPT
Cell(T)
child (const T& t, Cell(T) c,int i);

// Retorna a i-ésima célula filha de c.

Cell(T)
parent(const T& t, Cell(T) c);
// Retorna a célula pat de c.

SplitSimplex (T)

split _simplex(const T& t, Vertex(T) v);
// Retorna o simplezo s que for dividido pela
// operagdo (s,v).

Vertex (T)

split vertex(const T& t, SplitSimplex(T) s);
// Retorna o vértice v que foi inserido pela
// operagdo (s,v).

int level(const T& t, Cell(T) c);
// Retorna o nivel de c.

Listagem 4.3: Multi-triangulagao.

Essa pesquisa gerou como resultado o artigo [7], onde se encontra a definigdo
de multi-triangulacdo bindria, a qual generalizamos na definigdo 10 deste ca-
pitulo.

Mas havia ainda um detalhe que nio estava claro. No trabalho de Velho e
Gomes, a escolha da aresta de subdivisdo obedecia ao critério da “aresta oposta
ao primeiro vértice”, que atribuimos a Mitchell [24], mas que, provavelmente,
ja fazia parte da tradigdo em vérias &reas da matematica, sendo que o préprio
Mitchell faz referéncias a um trabalho anterior de Sewell [32]. O fato é que esse
critério puramente combinatério funciona bem para subdivisdo de arestas em
malhas de tridngulos, mas ndo possuia um generalizacdo ébvia para malhas n-
dimensionais. Foi Maubach em [20] que teve o insight de buscar a generalizag8o
na triangulagdo CFK do cubo n-dimensional.

Nosso contribuigdo foi simplesmente dar um tratamento mais combinaté-
rio, baseado em operagles estelares ordenadas, ao critério de Maubach. Com
essa separagdo entre geometria e combinatéria, foi possivel identificar certos in-
variantes do algoritmo de Maubach e, conseqiientemente, condigdes suficientes
sobre as malhas de entrada para que o algoritmo funcione, que deram origem
aos teoremas 9 e 10.

Uma direcdo de pesquisa futura é buscar novos esquemas de subdivisdo este-
lar, seguindo a receita de Maubach, ou seja, estudar as propriedades geométricas
de uma triangulagdo altamente simétrica e dai extrair critérios combinatérios.
Outra possibilidade é permitir que as operagdes estelares possam ocorrer em

56



template <class T, dim t k, bool t=(k!=Dim(T))>
struct ms_hier {

¥

template <class T, dim t k>
struct ms_hier<T k, false> {
Cell(T) child [SplitDim (T)+1];
Cell(T) parent;
ms_hier () {}

¥

template <class T, dim t k, bool t=(k!=SplitDim(T))>
struct ms_split {

¥

template <class T, dim t k>

struct ms_split<T,k, false> {
Vertex (T) split;
ms_split () {}

};

template <class T, dim t k>
struct ms_vertex {

};

template <class T>

struct ms_ vertex<T,0> {
SplitSimplex (T) split;
ms_vertex() {}

b

template <class T, dim_t k,
template <dim t> class Data=extra data>
struct ms : bs<T,k,Data>, ms_ hier<T, k>,
ms_split<T,k>, ms vertex<T,k> {
b

Listagem 4.4: Implementag&o.
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simplexos de qualquer dimensao.

Esquemas de subdivisdo geralmente sdo empregados juntamente com méto-
dos de interpolagdo para se obter boas aproximagdes de uma funcao f:U — R
dada. A idéia é usar o esquema de subdivisdo para subdividir o dominio U
adaptativamente e, em seguida, construir uma funcéo f:U — R que aproxima
bem a fungdo f através do método de interpolagido. O critério de aproximagao
geralmente envolve alguma norma no espago de fungdes de interesse. No pro-
ximo capitulo vamos estudar um método de interpolagédo diferente do usual, no
qual ndo estamos interessados em minimizar o erro de aproximagdo, mas em
garantir que a topologia das curvas de nivel de f seja preservada.
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Capitulo 5

Difeomorfismos Simpliciais

Complexos simpliciais provéem apenas aproximagoes lineares de objetos gra-
ficos. Mas as definigbes de simplexo e complexo simplicial podem ser esten-
didas a fim de fornecer aproximagdes mais suaves. Um simplezo curvilinear
p-dimensional € um conjunto ¢ C R™ difeomorfo ao simplexo p-dimensional
padrdo AP, ou seja, 0 = X(AP), onde X é um difeomorfismo. As faces de o
sdo as imagens por X das faces de A™. Um complexo simplicial curvilinear
é entdo definido de maneira analoga a um complexo simplicial, substituindo-se
o termo “simplexo” por “simplexo curvilinear”.

Existe uma vasta literatura na drea de modelagem sobre complexos simpli-
ciais curvilineares para o caso de X ser uma fungdo polinomial ou polinomial
por partes, mas em geral é dificil obter condigdes suficientes simples sobre os
coeficientes dos polinémios (os “pontos de controle”) de modo a assegurar que X
seja de fato um difeomorfismo. Afinal, se por um lado néo é possivel provar que
X & um difeomorfismo observando apenas seu comportamento local, por outro
a anélise global é dificultada pela liberdade que o espago ambiente oferece para
que o se deforme.

Mas o que pode ser dito de sobre os complexos isosimpliciais ? Nosso objetivo
nesse capitulo é encontrar uma definigdo razoavel para idéia de complexos iso-
simpliciais curvilineares. A primeira vista, poderiamos simplesmente substituir
“simplexo” por “simplexo curvilinear” na defini¢do de complexo isosimplicial,
mas isso nos levaria ao mesmo problema citado no paragrafo anterior. Nossa
idéia é impor restriges as fungbes X de modo que seja possivel provar que
elas sdo difeomorfismos analisando apenas seu comportamento local. Surpreen-
dentemente, essa anélise para X polinomial possibilita a derivagdo de algumas
condicbes suficientes simples para que X seja um difeomorfismo.

5.1 Funcdes simplicialmente invariantes
Nossa abordagem para definir uma versdo curvilinear dos complexos isosimpli-

ciais tem inicio com o estudo das aplica¢ées de um complexo nele mesmo que
preservam a relagdo de pertinéncia a um simplexo.

59



Definicdo 11. Seja K um complexo simplicial e X : |K| — |K| uma fun-
¢ao continua. Dizemos que X € simplicialmente invariante com respeito ao
complexo K, ou, mais brevemente, que X € K-invariante, se, para todo
simplezo 0 € K, X (o) C 0.

Em particular, os vértices de K sdo deixados fixos por X. A funcdo identi-
dade em |K| é um exemplo trivial de fungdo simplicialmente invariante. Além
disso, a composigdo de fungdes K-invariantes também é claramente K-invariante.

A primeira propriedade notavel das fungdes simplicialmente invariantes é
que o sinal “C” na defini¢cdo 11 é de fato uma igualdade. Provaremos isso com
a ajuda dos seguintes lemas.

Lema 11. (Sperner) Seja T wma triangulagdo do simplezo m-dimensional
padrdo A™, e L:Tq — {0,...,m} uma aplicagdo dos vértices de T nos
inteiros de 0 a m. Dizemos que L atribut um rétulo L(v) a cada vértice de
T. Se para todo v = (¥°,...,v™) € Ty,

L(v)=1=v'#0,

entdo existe m-simplezo o0 = (vg,...,Um) € T cujos vértices estGo comple-
tamente rotulados, ou seja, tal que

L({vo, -, vm}) = {0,...,m}.
Demonstragdo. Consulte O L1vRO[39] para uma demonstragéo. O

Lema 12. Seja A™ o stmplezo m-dimensional padrdo e X: A™ — A™ uma
fung¢do A™-invariante. FEntdo existe um ponto z € A™ tal que X(z) =
m#ﬂll, onde 1:=(1,1,...,1). Ou seja, X leva z ao baricentro de A™.
Demonstragdo. Seja (Th)nen uma seqiiéncia de triangulagdes de A™ tal que
lim,_, o, mesh(7T},) = 0, onde

mesh(T) = max{diam(o)|o € T}.

Defina uma aplicagido L, sobre os vértices T, da seguinte maneira: se v é um

vértice de T, e X (v) = (w°,...,w™), L,(v) = %, onde 7 é o menor inteiro tal
que w® = max;{w’}. O fato de X ser A™-invariante significa que, para todo
v=(2°...,9™) € A™, X(v) = (w°,...,w™) satisfaz

vP'=0= w'=0.

Portanto,
L,(v)=1=>uw"#0=v"#0,

ou seja, L, satisfaz as hipoteses do Lema de Sperner, o que nos assegura a
existéncia de uma seqiiéncia de m-simplexos (0, )nen completamente rotulados
por L, tal que lim,_,o diam(o,) = 0. Como A™ é um conjunto compacto,
podemos assumir, passando a uma subseqiiéncia se necessario, que a seqiiéncia
dos baricentros de 0, converge para um ponto z. Pela continuidade de X e pela
definicio de Ly, segue que X (z) = (w°,...,w™), com cada w* = max;{w’}, ou
seja, X(z) = 1< 1. O

— m+1
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Teorema 13. Seja A™ o simplezo m-dimensional padrdo e X: A™ — A™ uma
fungdo A™-invariante. Entdo para todo simplezo 0 € A™, X(o) =o0. Em
particular, X € sobrejetiva.

Demonstragdo. Por inducdo em m. O caso m = 0 é trivial. Seja m > 0.
Pela hipotese de indugdo, X(¢) = o para todos os simplexos ¢ de A™ que
sdo faces préprias. Resta provar que para todo ponto y € int(A™), ou seja,
tal que y € A™ e y* > 0, existe um ponto z € A™ tal que X(z) = y. Seja
Y,:A™ — A™ dada por

1 (wo w™
= S (o
Z? y

E facil ver que Y, é A™-invariante e inversivel, com inversa

Y, (w?, ..., w™)

1
Y, H(wf,. .., w™) = (w%°, ..., wmy™).

y ST wiy

Aplicando o lema anterior a Y, X temos que existe um ponto z tal que

1
Y, X(z) = 1
yX(z) ——
Segue das propriedades da funcdo Yy, que
1
X(z)=Y, ' (——1)=
(@) =% (D =y

O

Corolario 14. Seja K um complezo simplicial e X: |K| — |K| uma fung¢do
K -invariante. Entdo para todo simplezo 0 € K, X(o) = 0. Em particular,
X € sobrejetiva.

Demonstrag¢do. Hscreva X em relagdo as coordenadas baricéntricas de o e apli-
que a proposigdo anterior. O

Agora que sabemos que fungdes simplicialmente invariantes sdo sobrejetivas
em cada simplexo, cabe perguntar quando elas sdo injetivas. Como dissemos
anteriormente, determinar se uma fungdo é globalmente injetiva é um problema
dificil em geral. Por outro lado, a injetividade local é uma propriedade mais
facil de se verificar. No caso de uma aplicagdo diferenciavel F', por exemplo,
basta que a derivada DF' seja injetiva em um ponto z para que F seja injetiva
numa vizinhanga de z.

Num artigo classico [22], Meisters e Olech estudaram detalhadamente algu-
mas condigdes que uma fungdo continua e localmente injetiva deve satisfazer
para ser globalmente injetiva. O que apresentamos a seguir é um adaptagio dos
argumentos apresentados nesse artigo para o caso das fungdes simplicialmente
invariantes. Para tornar a exposigdo auto-contida, vamos inicialmente provar o
seguinte lema.

Lema 15. Seja U C R™ um conjunto aberto e f: U — R™ uma fungdo
continua. Se f € localmente injetiva, entdo f(U) é um conjunto aberto.
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Demonstragdo. Se f(U) é vazio, ndo ha o que provar. Se f(U) n&o é vazio,
seja y = f(z) um ponto de f(U). Como U é aberto, existe uma vizinhanca N
de z contida em U tal que f|y € injetiva. Ademais, podemos obter um aberto
VCcUtalquez € V,com V é compacto e V C U. Mas entdo f restrito a V
é um homeomorfismo e como z pertence ao interior de V, segue do Teorema
da Invariancia do Dominio de Brouwer que f(z) pertence ao interior de f(V) e
portanto ao interior de f(U). O

Estamos prontos para apresentar o resultado principal desta segdo— fungdes
simplicialmente invariantes localmente injetivas sdo injetivas.

Teorema 16. Seja A™ o simplezo m-dimensional padrdo e X: A™ — A™ uma
fungdo A™-invariante. Se X € localmente injetiva, entdo X € injetiva.

Demonstrag¢do. Por indugdo em m. O caso m = 0 é trivial. Seja m > 0. Do
lema 15 combinado & proposigdo 13 resulta que

{ X(bd(A™)) = bd(X(A™)) = bd(A™) (5.1)

X (int(A™)) = int(X (A™)) = int(A™)

Pela proposigdo 13, para cada ponto de y € A™ existe ao menos um ponto
z € A™ tal que X(z) = y. Seja A o conjunto dos y € A™ tais que existe um
dnico z € A™ com X(z) =y e B =A™\ A, ou seja, os pontos com mais de
uma pré-imagem. Pela hipétese de indugdo, X restrita a bd(A™) é injetiva, e
como por (5.1) nenhum ponto do interior de A™ é mapeado em bd(A™), segue
que bd(A™) C A. Nosso objetivo é mostrar que B é vazio. Para tanto, vamos
supor que B nio é vazio e, dessa suposigdo, concluir que A U B formam uma
cisdo nao trivial de A™, o que é absurdo visto que A™ é conexo. Para derivar
essa contradigdo, mostraremos a seguir que ANB=0e ANB = 0.

Seja y um ponto de B. Entao existem dois pontos distintos z; e zo em
A™ tais que X (z1) = X(z2) = y. Como X (bd(A™)) = bd(A™) C A, segue
que z; € T, ndo pertencem ambos a bd(A™). Também n&o é possivel ter
z; € bd(A™) e z5 € int(A™) (ou vice-versa), por (5.1). Portanto z; e z5
pertencem a int(A™). Conseqiientemente, existem vizinhancas abertas de z; e
zo, N1 e N, respectivamente, com N; N Ny = (, tais que

N; C int(A™) e Ny C int(A™).
Pelo lema 15, X(N;) e X(Nz) sdo conjuntos abertos. Assim,
N = X(N1) N X(N2)

é uma vizinhanca aberta de y inteiramente contida em B, pois cada ponto de
N possui ao menos duas pré-imagens. Logo AN B = 0.

Seja agora (yn)nen uma seqiiéncia de pontos em B que converge para um
ponto y € A™. Entdo existem seqiiéncias (z})nen € (22)neny em A™ tais que,
para todo n,

Un = X(z}) = X(22) e z} # 22,

n
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Como A™ é compacto, passando a subseqiiéncias se necessario, podemos assumir
que (z%)nen converge para um certo z* € A™, 1 = 1,2. Pela continuidade de
X, segue que

y = X(z') = X(z?).

Temos que z! # z2, pois caso contrario X néo seria localmente injetiva em
zl(=z?%). Loggo ANB=ANB=0. O

Corolério 17. Seja K um complezo simplicial e X:|K| — |K| uma fungdo K-
nvariante. Se X é localmente injetiva, entdo para todo stmplexo o € K,
X|s:0 — 0 € um homeomorfismo.

Dito de outra maneira, toda fungdo simplicialmente invariante localmente
injetiva € um homeomorfismo.

Até aqui, a continuidade de X foi suficiente para obter todos os resultados.
Mas, quando quisermos mostrar que X é localmente injetiva, a diferenciabili-
dade tornar-se-a4 muito tutil pois, como mencionamos anteriormente, nesse caso
a injetividade local segue da injetividade da derivada, reduzindo o problema a
determinar se uma transformagao linear é injetiva. Em resumo, a idéia é passar
da topologia a analise e desta a algebra.

Podemos definir, portanto, objeto de nossos estudos a partir de agora.

Definicdo 12. Seja K um complezo simplicial e X:|K| — | K| uma fung¢édo K-
nvariante. Dizemos que X é um difeomorfismo simplicial com respeito ao
complezo K, ou, mais brevemente, que X € um difeomorfismo K-invariante,
se, para todo stmplezo 0 € K, X restrita a int(o) é um difeomorfismo.

Se denotarmos por DS(K) o conjunto de todos os difeomorfismos K-invari-
antes, temos claramente que

1. Id € DS(K);
2. X € DS(K) = X! € DS(K);
3. Xl,X2 S DS(K) = X1 X5 € DS(K)

Também é claro por tudo que foi exposto que para uma funcio K-invariante
X ser um difeomorfismo K-invariante é suficiente que, paratodo o € K, X |izt(0)
seja diferenciavel e que D(X |int(0))(p) seja injetiva para todo p € int(c). Na
seqiliéncia, vamos nos dedicar aos membros polinomiais de DS(K'), mostrando
que tais condi¢bes muitas vezes decorrem de condi¢Ses mais simples.

5.2 Difeomorfismos simpliciais polinomiais

Seja F := (F!,...,F™): R™ — R™ uma aplicagio polinomial, ou seja, uma
aplicagdo da forma
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com cada F' € R[X] := R[X3,...,Xm], o anel dos polinémios em m variaveis
sobre R. Por deg(F) denotamos o grau de F, ou seja,

deg(F) = maxdeg F".

Estamos interessados em descrever condigdes suficientes para que uma apli-
cagdo polinomial seja um difeomorfismo simplicial com respeito a um simplexo
o = (po,p1,---,Pm) C R™. Resulta que essas condi¢Ses sdo mais naturalmente
formuladas em termos das coordenadas baricéntricas associadas a o.

As coordenadas baricéntricas w := (w?,...,w™) de um ponto z € R™, em

relagdo ao simplexo o, satisfazem a relagdo

w
wl z!
Py . = . (5.2)
W o
onde
1 1
p5 P P,
Pa = . .
pg PT P

Seja A™ = {w € R™" |3 w' =1} e G:= (G°...,G™): A™ — A™ uma
aplicagao polinomial da forma

(W°,...,w™) = (G°(W°,...,w™),...,G™(w,...,w™))

com cada G* € R[W] := R[Wq, ..., W,,]. Dizemos que G é uma representacdo
baricéntrica de F se

GO(w) 1
G'(w) Fi(z)

P, : = : (5.3)
G™(w) F™(z)

vale para todos z € R™ e w € A™ que satisfazem (5.2).

Note que F' pode ter varias representagbes pois, como ) ., w? = 1, G* assume
os mesmos valores que G* + Q.(Wy + . .. + W,, — 1) quando avaliado em w, onde
Q@ é um polinémio qualquer em R[W]. Em outras palavras, se G e H sdo duas
representagdes baricéntricas de F', entdo

G'=H' (mod M),

onde M = (Wo + ...+ W,, — 1) € o ideal de R[W] gerado pelo polinémio
Wo+ ...+ W, — 1.

Dizemos que uma representacdo baricéntrica H de F' é homogénea de grau
n se cada H* é um polinémio homogéneo de grau n. Existe uma tnica repre-
sentagdo baricéntrica de F homogénea de grau n = deg(F). Para mostrar isso,
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defina polinémios G* pela relagéo (5.3), de modo que

G'= > gw,
[1|<n
onde I é um vetor de inteiros n&o negativos (I°,...,I™),

Wi .. WL B facil ver que H := (H°,...,H™), com
H =" giW!(Wo+ ...+ Wpy)* "
lI|<n

é a representagdo desejada.
Alternativamente, H pode ser escrita da forma

H= b8,

[|=n

=P ew! =
| i

(5.4)

onde os by € A™ sdo chamados pontos de controle de H e By := (7;) W sio os
polinémios de Bézier-Bernstein [9]. Para ver que de fato b; € A™, note que

por (5.2) e (5.3)

Wo Win

H(—— ™
2%: (vvb-+...+-wzn’ "Wo+ ...+ W

Como H* é homogéneo de grau n,

S OH = (Wo+...+Wn)™

Portanto,
le biBr = (Wo+ ...+ Wy)"
i |I|=n
IZ (O 8)B: = 1|Z B,
donde

> b =1,

ou seja, by € A™.

Podemos definir pontos ¢; € R™, relacionados aos b; pela equagao

chamados pontos de controle de F' com relagdo ao simplexo o. Tais pon-
tos determinam a fungdo F' completamente e nosso objetivo agora é encontrar
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condicbes suficientes sobre os pontos ¢; para que F' seja um difeomorfismo o-
invariante. Na verdade, as condi¢es serdo dadas sobre os pontos b; de repre-
sentagGes homogéneas na forma (5.4), de modo a torna-las independentes do
particular simplexo o.

Vamos inicialmente derivar uma condigdo suficiente para que H seja A™-
invariante. Seja x a fungio que a cada n-upla (z?,...,z") faz corresponder uma
n-upla (y!,...,y™) tal que

-1, sez’* <0
=< 0, sez’ =0
1, sext > 0.

Definicdo 13. Dizemos que uma aplica¢do polinomial homogénea de grau n
H estd ajustada se, quando posta na forma (5.4), x(br) = x(I) para todo I
com |I| = n.

A idéia intuitiva por tras dessa definicdo é a seguinte: se p € um ponto de
A™, x(p) é um cédigo binério que identifica a face de menor dimensdo de A™
que contém p. Isso significa que cada ponto de controle b; pertence a face de
codigo x(I).

Proposicdo 1. Se H estd ajustada, entdo H é A™-invariante.

Demonstragdo. Devemos mostrar que se w® = 0 entdo H'(w) = 0. Como H
esta ajustada, I* = 0 implica que b = 0. Portanto

w'=0= H'(w)= > bBi(w)= Y bB(w)=0
|I|=n [I|=n,I*=0

O

Tendo em vista o exposto na segdo anterior, resta agora encontrar condi-
¢Oes suficientes para que a aplicagdo H seja localmente injetiva. Antes, porém,
vamos explicitar a relagdo entre os determinantes jacobianos de F' e de sua
representagdo homogénea H. Seja F' := det(JF) e H' := det(JH) onde

IF= (%) © 7H=(3).

Proposicdo 2. Seja H a representagdo homogénea de F de grau n = deg(F).
Sep € R™ e w € A™ satisfazem a relagdo (5.2), entdo

nF'(p) = H'(w).
Demonstragdo. Por (5.2), (5.3) e pela regra da cadeia, temos que a matriz
L= P,JH(w)P;"

possui a seguinte decomposigdo em blocos

(Z JI:@)) '
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Pela equagio (5.5), temos que

> 0 H (Wo, ..., Wm) =n(Wo + ...+ Wp)"

para j = 0,...,m. Segue que o produto P,JH (w) pode ser escrito em blocos

como
(2)
o)
Assim, a primeira linha da matriz L satisfaz a relacio
(u v) P, =nl.
Resolvendo esse sistema, concluimos que v = 0 e u = n. Portanto,
H'(w) = det P, H'(w)det P, = det L = udet JF(p) = nF'(p).
O

A proposigdo acima mostra em particular que se H' é positiva em A™, entdo
F' é positiva em o. O teorema a seguir, por sua vez, nos fornece condigdes
necessarias e suficientes para a positividade de H'.

Teorema 18. (Pdélya) Seja H € R[W| um polinémio homogéneo de grau n.
Entdo H(w) > 0 para todo w € A™ se e somente se H-(W° + ...+ W™V
tem para algum N € N a forma

Z G,KWK

|K|=n+N
com ag > 0.

Demonstragdo. Uma demonstracdo encontra-se em [29] (Satz 3.6). Hsse re-
sultado ndo é desconhecido na literatura de modelagem geométrica: no fundo
trata-se de uma outra formulacio da propriedade aproximativa da operagdo de
elevacdo de grau (“degree elevation”), confira em [9]. O

Mais detalhes sobre a importéancia desse teorema podem ser encontrados em
[30]. Para aplica-lo no nosso contexto, devemos escrever H' de forma conveni-
ente. A fim de abreviar as contas, vamos introduzir algumas notagdes.

Dadas duas matrizes A = (a;;),B = (b;;) € R™*™, definimos A ® B :=
(aijbij), ou seja, cada entrada de A @ B é o produto das entradas de A e
B. Em geral, o determinante de A ® B ndo possul nenhuma relagdo com os
determinantes de A e B. Mas, se existe uma constante ¢ € R tal que I bio(s) =
¢ para toda permutagéo o € S, é facil ver que det(A ® B) = cdet(A).

Proposicdo 3.
H’ = Z aKWK
|K|=(m+1)(n—1)

onde

ax= Y det(b,o,...,bIm)det(Io,...,Im)H(n).
1=0

In>..>Im 1
Ig+...+Im=K+1
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Demonstra¢do. Podemos escrever H como um produto de matrizes

H= (blf)(m+1)><p(BI)pxl»

onde p = #{I = (I°,...,I™) € N™*!||I| = n}. Portanto

o = )78 = @) () o (] )W) )

Pela formula de Cauchy-Binet e pela observagdo acima,

i n m L
H' = " det(bs,...,bs,) <det(Io,...,Im)H(IZ_)WZ,-—UL a8
1=0

Io>..>Im

logo
HI = Z aKWK
|K|=(m+1)(n—1)

m
n
ax = Z det(b;o,...,blm)det(IO,...,Im)H(I).
i=q V7!

Ig>..>Im
Ig4.. A Im=K+1

com

O

Na seqiiéncia, vamos determinar condigdes suficientes para uma aplicagéo
homogénea H de grau n ser um difeomorfismo A™-invariante, para algumas
combinagbes de n e m.

5.2.1 Caso unidimensional (m = 1)

O caso mais simples a se considerar é o unidimensional. Primeiramente, devemos
notar que a ordem lexicografica aplicada aos pontos de A! fornece a mesma
informag&o que a ordem usual no intervalo [0, 1], ou seja, se by >1ex by, com
by,by € Al, entdo b; esta “a direita” de b;. A proposicio a seguir mostra
que se os pontos de controle guardarem suas posigdes relativas, entdo H é um
difeomorfismo simplicial (figura 5.1).

Proposicao 4. Seja H = Z\1|=n by Br uma aplicagdo polinomial ajustada. Se
os pontos de controle estdo ordenados, ou seja, se I >ip J = by >iez by,
entdo H|p1 € um difeomorfismo Al-invariante.

Demonstragdo. Basta notar que
br >1ex b & det(b;, b]) > 0.
O resultado segue do Teorema de Pélya e da proposigdo (3). O

A proposigdo acima é valida para aplicagdes unidimensionais de qualquer
grau n, mas é possivel obter melhores resultados em casos particulares. Para
n = 2, é facil ver que se H estd ajustada entdo os pontos de controle estdo
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Figura 5.1: Uma difeomorfismo de grau 6. Note que os pontos de controle estdo
ordenados.

ordenados. Mais interessante é o caso n = 3, onde é suficiente que H esteja
ajustada, pois suponha que by; < by3. Substituindo as relagoes

det(b12,b03) = det(ba1, bos) + det(b12, ba1)
det(bsg, bos) = det(ba1, bos) + det(b12, ba1) + det(bzo, b12)

det(bsg, b21) = det(bya, ba1) + det(bsg, b12)
na expressdo de H', obtemos

H' = 9(det(ba1, bos) (W32 + 2W 13 + W)+

det(b1a, by1 ) (W0 — 2W22 + WO%) + det(bsg, by ) (W0 + 2W3 + W32)).
N3o é dificil ver que H' é positiva em A!, uma vez que a expressio
(W — 2?2 4 W0

é positiva em A!, exceto no ponto (%, %), onde é zero. Mas nesse ponto os
outros termos sdo positivos.

J& no caso n = 4, o contra-exemplo exibido na figura 5.2 mostra que H estar
ajustada néo é suficiente para que seja um difeomorfismo Al-invariante. Note
que esse resultado se aplica igualmente para dimensées superiores.

5.2.2 Caso quadratico (n = 2)

A fim de mostrar que toda aplicagdo polinomial H de grau dois ajustada é um
difeomorfismo A™-invariante, para qualquer m > 0, vamos provar alguns lemas
de caréater combinatério.

Lema 19. Seja A = (a;;) € R™*™ uma matriz de zeros e uns cujas linhas e
colunas possuem exatamente dois uns tal que det(A) # 0. Entdo existem
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04 31 22 13 40

Figura 5.2: Uma fungdo ajustada de grau 4 que n&o é injetiva. Note que os
pontos de controle by3 e bs; trocaram de lugar.

permutagdes T,y € Sy, as quais correspondem matrizes P = (p;;) e C =
(cij), com pi; = Or(s),j € Cij = O4(s),j, tais que

1. PA=1d+C,;
2. 7 ndo tem pontos fizos;

3. Se ¥y = 11792...7, onde o0s y; sdo ciclos disjuntos, cada v; € uma
permutacdo par e det(Id +C) = 2F;

4. Se B = (b;;) € R™*™ ¢ uma matriz tal que b;; > 0 e b;; =0 & a;5 =0,
entdo det(A)det(B) > 0.

Demonstragdo. 1. Existe uma matriz P tal que P A possui apenas uns na di-
agonal, pois caso contrario, pela prépria defini¢do de determinante, det(A)
seria igual a zero. Defina, portanto, C = PA — Id. Como A tem exata-
mente dois uns em cada linha e coluna, C tem exatamente um um em
cada linha e coluna, logo é uma matriz de permutacao;

2. Como a diagonal de C possui apenas zeros, ¥ ndo tem pontos fixos;
3. Seja D =1d +C. Temos que
dij = [i = 5] + [7(¢) = 7.
Pela defini¢do de determinante,

det(D) = sgn(o)Li([i = o(1)] + [7(2) = o (1))

ocS,,

Mas
Vi, [i = o(6)] + [Y(5) = 0 ()] = 1 & 0 = i, - i,
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onde {k1,...,k;} C {1,...,k}. Segue que

det(D) = > sgn(Ve, ---Ye,) = iy (1 + sgn(7)).

Portanto cada +; é€ uma permutagéo par, pois caso contrario det(D) seria
zero, e det(D) = 2F.

det(A) det(B) = det(P) det(A) det(P) det(B) = det(D) det(E)

onde F = PB é tal que e;; > 0 & d;; > 0. Assim as permutagdes o
tais que I, e;5(;) # 0 s@o exatamente aquelas da forma o = g, ... Vk;-
Como cada v; € par, det(E) > 0, e portanto det(A) det(B) > 0.

O

Corolario 20. Seja A = (a;j) € R™*™ uma matriz de zeros e uns cujas linhas

P

possuem no mdzimo dois uns e tal que det(A) # 0. Se B = (b;;) € R™*™ ¢
uma matriz tal que b;; >0 e b;j; =0 & a;; =0, entdo det(A)det(B) > 0.

Demonstrag¢do. Se A possui exatamente dois uns por linha e coluna, podemos
aplicar o lema anterior. Caso contrario, podemos permutar linhas e colunas de
A de modo que

1 0 1 gq
1AQ: (q Al) ou 1AQ: <0 Al)

para certas matrizes de permutagdo P; e @;. Note que det(A) = s; det(4,),
com s; € {—1,1}. Procedendo indutivamente, chegamos a uma matriz A4,, que
possui exatamente dois uns por linha e coluna, tal que

det(A) = s, det(Ay).
Aplicando o mesmo procedimento a matriz B, concluimos que
det(A)det(B) = (s, det(A,))(snb1 ... bxdet(B,)) =
s2(by ... by)(det(Ay)det(B,)) >0
onde os b; sdo certos elementos da matriz B. O]

Lema 21. Dado um wvetor K = (K°,...,K™) € N™*!' com |K| = m + 1,
sempre € possivel encontrar vetores Iy,...,I, € N1 com |I;| = 2, tais
que

Io+.. +I,=K+1

e det(lo,...,In) #0.
Demonstragdo. Por indugdo em m. O caso m = 0 é trivial. Podemos su-
por sem perda de generalidade que K* > K7 se ¢ < j. Temos dois casos

possiveis: ou K™ = 0 ou K™ = 1. Se K™ = 1, colocamos I} = 26, €
det(Io,...,In) = 2™*1 > 0. Se K™ = 0, definimos K' = (K° —1,..., K™ 1)
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e, aplicando a hipétese de indugdo, obtemos vetores I; € N™, com \]J’| =2e
det(fg, ..., I;,_1) > 0. Agora basta colocar I; = (I;,0) para j = 0,...,m — 1

1tm—1
e I, satisfazendo I, = [1 = 0 ou 7 = m]. Utilizando a expansio de Laplace,
concluimos det(lo, ..., Im) = det(L}, ..., I1,_1) > 0. O

Proposicao 5. Seja H = Zm:z byBr uma aplicagdo de grau 2 ajustada.
Entdo H|am € um difeomorfismo A™-invariante.

Demonstragdo. A idéia é mostrar que o coeficiente ax da proposicio 3 é posi-
tivo. Inicialmente vamos provar que ax > 0. Note que

det(Io, . . .,Jm)ﬁo <12) = det(<120> Io,. .., <Ii> I,) = 2™ det(A),

onde A é uma matriz de zeros e uns com no méximo dois uns por linha. Segue
do corolario 20 que ax > 0. Mas o lema 21 implica que ao menos um termo
de ax é positivo. Logo, ax > 0 e portanto H|po= é um difeomorfismo A™-
invariante. O

5.2.3 Um ponto de controle livre

Vamos agora estudar um caso bem interessante e util. O que acontece quando,
intuitivamente, permitimos que apenas um ponto de controle associado a uma
face de A™ se mova ? Sera necessario provar o seguinte lema:

Lema 22. Se M =1Id +uvT + abT, com vTa =0, entdo
det M = (1 4+ vTu)(1 + b7 a).

Demonstragdo. A identidade

det(Id +uvT) = 1+ vTu
é valida em geral, donde se conclui que

det(N + abT) = det(N 1) det(N + ab?) det(N) =
det(Id + N~ 1abT) det(N) = det(N) + b7 (det(N)N1)a,

para N inversivel. Pondo N = Id +uv”, temos que

N7t = Id—#uv'r
14+ vTu

b)

det(M) = det(N + abT) = (1 + vTu) + b7 (1 + vTu) Id —uvT)a =
=(1+vTu)(1 +b7a).
O
Proposicdo 6. Seja H = Z\Ilzn by By uma aplicagdo de grau n ajustada e

J=(JO...,J™) e N"*! com |J|=n e J' € {0,1}. Seb; =1I/n para I # J,
entdo H|am € um difeomorfismo A™-invariante.
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Demonstragdo. Temos que

I J
H= Z ;B,+bJBJ—;BJ:

[I|=n
Wo ;
(Wo+...+ W)™ 1| = | +(bs— E)BJ.
W
Segue que
JH = (Wy + ... + Wp)" 1 (1d +uvT + adT),
com
Wo
n—1 .
U= ,
Wo+ ...+ Wn
v = (1 1),
n
= by—J
a (WO++Wm)n71(J /n)e
v' = (J°By_e, -+ J™Bj.,).

Do lema resulta que

n

H =n(Wy+ ...+ Wy,)mtHr=1)1 4 pT
’I’L( 0 ) ( (Wo_l__l_Wm)n,l

(bs = J/n)) =

n(Wo+. ..+ W)™ DY (Wo+. . .+ W) +n(Wo+. ..+ Wy )bT (b;—J/n)) =
n(Wo + ...+ Wp)m"~ 1R,

onde
E= ) Br+D(b;—J/n)e
|I|l=n
D= (3,1 =8io+J)Byegre; -+ 22 J™ (1= bim + J)Bicpie;) -
Ou seja,
E = ZB[+ZZ~]]176”+J)B‘] e+e(?f*‘]j/n):
[|=n
Z By +ZZJ1(1 + Ji)Berj‘Fez(bj — J7/n)+ Z(Jj)QBJ(bj —J/n) =
|I|=n 7 i#g
ZB]‘FZZJJ +JIBJ e]+6(b _JJ/n +BJZb] J]/n
[I|=n 7 i#]
ZBI+ZZJJ1+J BJ ej+el( 7JJ/n)
|I|= 7 i#E

Analisando os coeficientes de E, verificamos que, para ¢ # j,

Coef(E,By_c,te,) =1+ J(1 + J’)( — J/n) =
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(1= (14 J9)/n) + T (1 + J)), =
(1— J(1+J)/n)+ (1+ )Y, >0,

jaquen > 1, J* € {0,1} e b; =0 ¢ J7 = 0. Como Coef(E,B;) = 1 para
os demais coeficientes, segue do teorema de Pélya que H' é positiva em A™, e
portanto H|am é um difeomorfismo A™-invariante. O

Vamos detalhar um pouco mais o significado dessa proposi¢do. Como men-
cionamos anteriormente, cada face de A™ pode ser identificada por um cédigo
binario, conforme o ntimero de coordenadas ndo nulas de seus pontos. Assim,
para m = 3 por exemplo, temos

(1111) — 3-simplexo

(1110),(1101),(1011),(0111) — 2-simplexos
(1100), (1010), (1001), (0110), (0101), (0011) — 1-simplexos
(1000), (0100), (0010), (0001) — O-simplexos
(0000) — simplexo vazio

Seja G; uma aplicagdo polinomial tal que
= Wi + (b — J*/|J))By,
onde J* € {0,1}. Examinando a proposigio, vemos que
Y =H' (mod M),

portanto G; e H definem a mesma aplicacdo em A™ e, como foi demonstrado,
G é um difeomorfismo A™-invariante.

Além disso, pela prépria definigdo, G; somente afeta os pontos da face §;
cujo codigo é J, bem como os pontos das faces incidentes a §; que possuam
a dimensdo maior que a de §;. Ou seja, o ponto de controle b; efetivamente
controla a agdo de G; sobre é;.

Podemos agora compor os difeomorfismos G e assim definir um difeomor-
fismo G que depende de um certo nimero de parametros associados a cada face
de A™. No caso m = 3, podemos definir, por exemplo,

G= G0011G0101 G0110G1001 G1010G1100G0111 G1011G1101 G1110G1111 .

Fazendo as contas, vemos que G depende de 17 parametros independentes, 1
para cada 1-simplexo, 2 para cada 2-simplexo e 3 para o 3-simplexo. Esse
esquema é perfeitamente geral e pode ser estendido para qualquer dimensao.

Por outro lado, como as aplicagées Gy ndo comutam em geral, a aplicagdo
resultante G depende da ordem da aplicagdo das G;. Isso introduz uma assi-
metria com relagédo ao efeito dos pontos de controle que pode ser indesejavel em
algumas aplicagdes.
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5.2.4 Esquema estratificado

Para superar esse problema, vamos introduzir um esquema estratificado no
qual G pode ser escrita como uma composigdo de m aplicagbes G,

G:Gle...Gm,

onde,
G:=W;+ > (v, — J*/|J|)By.
|J|=j+1,7%€{0,1}

A idéia é que cada G; sintetiza o efeito combinado dos pontos de controle asso-
ciados aos j-simplexos de A™. Mas o que podemos afirmar sobre as aplicagdes
G; 7 Séo elas difeomorfismos A™-invariantes ?

Note que G; define a mesma aplicagdo em A™ que a aplicagdo homogénea
de grau j + 1 H;, com

HE = Wi(Wo + ...+ W) + > (b5 = J*/|J])By.
|J|=7+1,J%€{0,1}

Assim, pelas proposicdes 5 e 6, resulta que G; € um difeomorfismo A™-invariante
para 7 =1 e 7 = m. Mas o que pode ser dito para outros valores de 7 7

Uma abordagem possivel é encarar o determinante jacobiano H ; como uma
fungio também dos pontos de controle b;. Como cada b; estd limitado a uma
face j-dimensional de A™, resulta que H]'- pode ser vista como uma fungio
definida no produto de simplexos

A™x A x .. x N
N————

T vezes

onde r é o numero de simplexos j-dimensionais de A™. Antes de seguir esse
caminho, serd necessario introduzir algumas notagdes e discutir alguns fatos

N .

relacionados & positividade de fungdes polinomiais definidas em produtos de

simplexos.
Seja P: A™ x A™2 .. x A™ — R uma fungdo polinomial definida num
produto de r simplexos de dimensdes my, ..., m,, dada por
0 m1 0 mo 0 my
(w1, up) = Pluy, . o ul™ Uy, Un 2 Uy, Ul

com P € R[U} = R[UIO)H-;U1m1;U20,~--;U2m2)-~-;UTO,H-)UTmT]-
Pondo U := ()", Ua—1;4 = 1,...,7), vemos que se dois polindmios P,Q €
R[U] s&o tais que
P=Q (modU),

entdo eles definem a mesma aplicagdo em A™* x A™2 ... x A™r, devido ao fato

que Y, ul =1
Dada uma r-upla N = (n!,...,n") € N, dizemos que P € R[U] é N-

homogénea se
I I.
P= E E ar,..1, Ut .. U,".

[i|=nt  |L|=n"
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com U/ := (U; Y (Uim, )™
Podemos agora enunciar uma generalizagdo do Teorema de Pélya para apli-
cagles polinomiais definidas em um produto de simplexos.

Teorema 23. Seja H € R[U] um polinémio N-homogéneo com N = (n',...,n").
Entdo H(ui,...,u,) > 0 para todo (uy,...,u,) € A™ X A™2 . . x A™" se e
somente se

H -(Ug+...4Uim)" .. (U + ... + Upn, )"

tem para algum R = (R1,...,R;) € N" a forma

2 : } : K K,
aKl...KTUll-uUr ,

|[Ki|=n'+R; |Ky|=n"+R,
com ag,. .k, > 0.

Demonstragdo. B o Satz 8.5/ de [29]. O

Seja Cryyp = {C € N*|0 < C° < C' < ... < C™! < m}, ouseja, Crmy
representa as combinagdes dos m objetos {0,1,...,m — 1} n a n. Esse conjunto
pode ser linearmente ordenado pela ordem lexicografica em N, portanto vamos
denotar por Ch, n,; 0 i-ésimo elemento de Cy, ,,, onde 7 varia entre 1 e (7:)

Existe também uma clara bijegdo entre o conjunto dos J € N™ tais que
JE € {0,1} e |J| = n € Cy, . Vamos denotar por J(C) a imagem de C € Cy, p,
por tal bijegéo, ou seja, J(C) = (J°,...,J™ 1), com J* = [3,C* =1].

Voltando a questdo do esquema estratificado, vamos parametrizar os pontos
de controle b; em G, em termos das indeterminadas U. Inicialmente, vamos

1 . .
por r = (anl) em; =my =...=m, = 3. No caso r conta o nimero de faces
j-dimensionais de A™. A parametrizagdo é a seguinte:
, 1 _
B _ Ug |, se Cm+1,j+1,i =k
J(Crmt1541.4) 0 , caso contrario.

Substituindo esses b; nas expressdes H; e aplicando a proposigdo 3, temos
que os coeficientes ax de H sdo agora polinémios em R[U]. A idéia & utilizar
o teorema de Pdlya generalizado para mostrar que ax > 0, donde se conclui
que G; € um difeomorfismo A™-invariante. Para tanto, devemos primeiramente
escrever ax como um polinémio homogéneo.

Vamos definir

T

J
d(Io, ..., Im) = [ [ Ua)! ") det(by,, ..., b,,),
i=1 1=0

onde ¢(¢, Io, - . ., Im) é um predicado binario que informa apenas se

J(Cmt1,541,i) = Ik
para algum k, ou seja,

t(i, Ioy .., Im) = { (1J , se 3k, J(Cmasjrri) = I

, caso contrério.
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Utilizando as propriedades do determinante, concluimos que d(Io, ..., I,) €
I-homogénea. Além disso,

d(Io, ..., Im) = det(by,,...,br.) (mod U).

Portanto se definirmos

uk = > d(Io,...,Im)det(IO,...,Im)ﬁ (7)

Ip>..>Im 1=0
Ig+..+Im=K+1

temos também que ux é l-homogénea e que
ug = ag (mod U).

E importante frisar que ux é em geral um polinémio com (5 + 1)" termos.

Vamos aplicar essas idéias no importante caso tridimensional, ou seja, para
m = 3. Ja sabemos que G, e G5 sdo difeomorfismos A3-invariantes, resta provar
que G, também o é. Seguindo a receita para parametrizar os pontos de controle,
temos que

blllO = (Uloa Ully U127 0): bllOl = (U201 U211 Oa U22)l

bio11 = (Uso,0,Us1, Usz) € bo111 = (0, Uso, Ua1, Usz).

A seguir, utilizando o pacote de computagéo simboélica ASIR[27], nés calculamos
os polinémios ux para todo K € N* com |K| = 8. Verificamos que cada um
destes 165 polinémios possui exatamente 3() = g1 termos, todos possuindo
coeficientes positivos. Provamos assim o seguinte fato:

Proposicio 7. G1, G2 e G3 sdo difeomorfismos A®-invariantes.

Acreditamos que este resultado possa ser generalizado para m > 3, entre-
tanto as contas envolvidas tornam-se mais complexas. Por exemplo, param = 4
5
os polindmios ux correspondentes a G? possuem 3(3) = 59049 termos.

5.3 Conclusao

Neste capitulo, nos concentramos em estudar certos aspectos tedricos dos di-
feomorfismos simpliciais, principalmente dos difeomorfismos simpliciais polino-
miais. O préximo capitulo serd dedicado a aplicagdo desses difeomorfismos na
modelagem de objetos graficos, especialmente no caso dos complexos isosimplici-
ais. Antes de prosseguir, vamos levantar algumas questdes que surgiram durante
a elaboracdo deste capitulo e que merecem ser consideradas futuramente.

Esquema estratificado O esquema estratificado funciona para m > 3 7 Ou seja,
as aplicagdes G; sdo sempre difeomorfismos simpliciais 7

Caso cilthico Se H = Z\I\:a by By é uma aplicagdo de grau 3 ajustada entdo é
verdade que H|am & um difeomorfismo A™-invariante ? Ja verificamos
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isso para m = 1. Usando técnicas simbdlicas semelhantes as empregadas
na sub-secdo 5.2.4, verificamos que no caso m = 2, se os pontos de controle
estéo restritos a uma certa faixa de atuagéio ( por exemplo, b% > 1/20 para
I diferente de eg, e; e ey) entdo de fato isso é verdade.

Condicdes suficientes para o caso geral B possivel encontrar condigdes suficientes
razoavelmente faceis de se verificar para o caso geral ?

Aproximacdo polinomial Qualquer difeomorfismo simplicial pode ser aproximado
por um difeomorfismo simplicial polinomial ? E por composi¢des de po-
linémios do tipo G; 7

Difeomorfismos simpliciais racionais Seja @) a aplicagdo racional

1
A q1b; By,
Em:n 9B Z

[I|=n

onde os g; sdo certos pesos associados aos pontos de controle b;. Dizemos
que @ esta ajustada se x(b;) = x(I). B facil ver que se Q esta ajustada
entdo @ é uma fungdo A™-invariante. Sob que condigdes @ é um difeo-
morfismo A™-invariante ? Note que a aplicagdo Y, que apareceu no lema
13 é um difeomorfismo simplicial racional.
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Capitulo 6

Aplicacoes

Vamos, finalmente, neste capitulo de aplicages, juntar as pegas do quebra-
cabegas e mostrar como os conceitos tratados nos capitulos anteriores podem
ser sintetizados para dar origem a uma nova maneira de se representar objetos
graficos. Antes de descrever as aplicages, vamos definir exatamente o problema
que estamos atacando.

Classicamente, objetos graficos possuem dois tipos basicos de representacao.
Na representagdo tmplicita, um objeto é representado como o conjunto solugao
de uma certa equagdo. Na representagdo paramétrica, um objeto é representado
por uma colegdo de pedagos que o cobrem e que estdo colados uns aos outros.
Nossa objetivo é definir uma representagdo que é, de certa forma, a um sé tempo
implicita e paramétrica.

A idéia é deformar o complexo isosimplicial O = (KX, f), onde K é uma malha
conforme n-dimensional no R™, com a ajuda do difeomorfismo K-invariante X,
obtendo a hipersuperficie

O =(FoX)H0)=X'(f "(0)),
que denominamos complezo isosimplicial curvilinear dado por (K, f, X). Aqui
f denota a fungéo definida em | K| através da interpolagio linear dos valores de
f nos vértices de K. Como essa deformagdo é bijetiva, continua e preserva as
relagbes de incidéncia de K, resulta que O tem a mesma topologia de O.

As duas igualdades na definicdo acima possuem interpretagdes ligeiramente
diferentes. No primeiro caso,

O = (foX)7}(0),

é claramente um objeto implicito, sendo o conjunto dos pontos p € R™ que
satisfazem a equagéo
f(X(p) =0.

No segundo caso,

0 =Xx"}(F (o)),
diz que o conjunto O esta coberto por uma série de parametrizacées da forma
X~1(9), onde 6 & um isosimplexo de O, sendo portanto um objeto paramétrico.
Por isso dizemos que esta representagdo é implicita-paramétrica.
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Ainda é possivel fazer outra distingdo, baseada no fato que normalmente é
mais dificil calcular o valor de X ~!(p) do que o valor de X (p). Poderiamos ter
escrito

O=(Fox ) H0)=X(F (@) =] X(),
60
onde os papéis de X e de sua inversa aparecem trocados. Dizemos que esta
representagdo é paramétrica-implicita.

Para ver a diferenca entre essas formulagdes, vamos considerar dois proble-
mas tipicos: (1) determinar se um ponto p € R™ esta dentro ou fora de O e
(2) calcular um ponto g € O. No caso implicito-paramétrico, para resolver (1),
inicialmente descobrimos que célula ¢ € K que contém o ponto p, calculamos
g = X|o(p) e avaliamos o sinal de f,(q). Para o problema (2), escolhemos
um ponto p € |O|, isso pode ser feito escolhendo-se um isosimplexo § € O e
aplicando-se a parametrizagio 3.1, e calculamos ¢ = X ~*(p). Nesse caso o teste
de pertinéncia foi feito com o difeomorfismo direto e a amostragem com o di-
feomorfismo inverso, o que lembra mais a representacao implicita, pois tivemos
que resolver uma equagado para encontrar um ponto sobre O, no caso a equagao
X(q) = p. Intercambiando o difeomorfismo direto e o inverso, obtemos a re-
presentagdo paramétrica-implicita, na qual a amostragem usa o difeomorfismo
direto e o teste de pertinéncia usa o inverso, o que lembra mais a representagao
paramétrica.

Em geral, o difeomorfismo simplicial X depende de uma conjunto de pa-
rdmetros intrinsecos 3, de modo que denotaremos o difeomorfismo por Xg
quando for necessario explicitar essa dependéncia. A principal tarefa das apli-
cagles € ajustar esses parametros aos dados de entrada. A forma exata dos
parametros intrinsecos depede do tipo de difeomorfismo.

No caso das aplicagdes deste capitulo, empregaremos o esquema estratifi-
cado para difeomorfismos simpliciais polinomiais, descrito no capitulo anterior.
Temos, portanto, que X é obtido pela composi¢io de difeomorfismos simpliciais
X;y1=1,...,n, cada X; estando associado as faces z-dimensionais de K. Uma
simplexo i-dimensional de K contribui com um ponto de controle que possui 2
graus de liberdade. Assim, § pode ser interpretado como um grande vetor com
1 entradas para cada elemento i-dimensional de K. As estradas estdo limitadas
a certas faixas de valores, ja que os pontos de controle devem estar restritos as
suas faces correspondentes.

Podemos ver pela definigdo dos difeomorfismos simpliciais do esquema estra-
tificado que eles sdo essencialmente perturbagdes da identidade. Para aumentar
o efeito de cada difeomorfismo, recorremos a iteragdo de sua aplicagdo. O dife-
omorfismo resultante tem a seguinte forma:

_ yJ1yd2 7
X=X7'X7... X},
onde j; é um inteiro que denota quantas vezes o difeomorfismo X; é iterado.
Tipicamente, empregamos os valores ¢; = 2, 1, =4 e 13 = 6.
A seguir vamos descrever trés aplicagdes que tém em comum o fato de ge-

rarem complexos isosimpliciais curvilineares como saida. A primeira aplicagao
é um programa interativo para modelagem free-form de objetos implicitos. A
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segunda aplicacido produz um complexo isosimplicial curvilinear que aproxima
uma hipersuperficie dada analiticamente. Por fim, apresentaremos uma aplica-
cdo de reconstrucao de hipersuperficies dadas por pontos. A abordagem serd
genérica com respeito a dimensdo, mas para fixar as as idéias pode-se conside-
rar simplesmente o caso n = 2, no qual o objeto implicito @ é uma curva, o
hipercubo [0, 1]* é um quadrado etc.

6.1 Modelagem free-form de objetos implicitos

Vamos descrever brevemente como o usuério interage com a aplicagdo e em
seguida detalhar seu funcionamento.

A idéia é que o usudrio inicia a interacdo visualizando uma malha inicial
Kj bastante grosseira. Ele pode refinar essa triangulagdo, usando o esquema de
subdivisdao de Maubach, obtendo assim uma triangulagdo K, ao mesmo tempo
que altera certos parametros associados aos vértices e arestas de K, parametros
estes que vao determinar um complexo isosimplicial curvilinear O com suporte
K.

Em cada vértice v, o usuario pode efetuar trés operagdes: arrastar o vértice,
deslocando-o para outra posigdo; alterar o sinal s(v), fazendo com que o v
pertencga ao interior do objeto, caso s(v) = —1, ou ao exterior, caso s(v) = +1;
e alterar o valor escalar r(v). Isso permite construir um complexo isosimplicial
O = (K, f), onde f(v) = s(v)r(v), que aproxima linearmente o objeto que se
deseja modelar.

Em cada aresta € que é inteceptada por O, o usuéario tem acesso a dois
controles, que sdo responséveis por controlar o difeomorfismo K-invariante X:
héa um controle que pode deslizar pela aresta, dando uma dica do ponto p(e)
onde O deve interceptar a aresta; o outro é um vetor unitario n(e), representado
por uma flexa, que indica a diregdo que a normal a O deve possuir no ponto de
p(e).

Esses parametros de modelagem sdo intuitivos para o usuério, mas devemos
calcular os paradmetros intrinsecos §. Para tanto, observamos que, interpretados
matematicamente, os pardmetros de modelagem devem satisfazer a

o Xa(p(e) = 0 e L2 Xo)E(e))
foXs(p(e)) =0 IV (f o Xg)(p(e))|l

para todas as arestas € que sdo interceptadas por O, que sdo aquelas cujos
vértices possuem sinais opostos. Vamos definir uma fungao de erro

F7 5(p(€))
IV Fo5(p(e))]?

= n(e),

V Fop(p(€))

VEaso@] "1

err(0,f) =y
e={vg,v1}€0
s(vp)s(vy1)<0

+ af

onde Fo5 = f
quanto os parametros ( satisfazem os requisitos geométricos em cada célula o.

- © Xp, que associa a cada célula o, um erro err(c, 5) que mede

O parametro o é um peso que serve para controlar se mais énfase sera dada ao
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ponto de intersegdo ou a diregdo da normal. Para determinar os parametros £,
simplesmente minimizamos o erro sobre todos as células de K:

Ir}ain Z err(o, 8).

ceK

Algumas iteragdes desse programa de otimizagdo sdo efetuadas a cada vez
que o usuério atualiza os pardmetros de modelagem. E possivel também rodar
o programa de otimizagdo um maior nimero de iterages para obter um melhor
resultado. Na figura 6.1 vemos um exemplo de interagdo do usuario.

(a) O usuario desenha uma curva... (b) ... e mexe no controle da direita

Figura 6.1: Exemplo de interagdo na aplicagdo de modelagem free-form.

6.2 Poligonizacdo de objetos implicitos

A entrada da aplicagdo de poligonizagdo de objetos implicitos € uma fungédo
9:[0,1]™ — R, que supomos continua e diferenciavel, e queremos determinar um
complexo isosimplicial curvilinear O tal que

O C g *((~a,a)),

para a pequeno, ou seja, queremos que O esteja numa vizinhanga de g—1(0).

A idéia & construir uma seqiiéncia de complexos O; = (K, fi, Xp,) que
aproxima g~1(0). Colocamos inicialmente Ky igual a triangulagio canénica de
[0,1]?, fo(v) = g(v), paratodo v € Ky, e Xg, igual a identidade. Para descrever
o passo indutivo que calcula O;;; a partir de O;, precisamos definir a fungdo
err(o;,3;) que associa a cada célula o; € K; um erro que mede quio préximo
O, restrita a o;, esta de g~1(0).

Seja 8; o isosimplexo que possui o; como suporte. Calculamos m pontos

amostrais p1, ..., pm sobre 8; e definimos
err(os,Bi) = > 9(Xp,(py))I,
Pngz
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ou seja, err(o;, 5;) mede qudo bem 6; é levado a g=*(0) por Xg,.
O passo indutivo se da da seguinte maneira: escolhemos a célula o; € K;
que possui o maior erro. Em seguida fazemos

Kiy1 = MAUBACHSUBDIVIDE(Kj;, 0;).

Apés tal subdivisdo, k novos vértices vy, ..., vg sdo inseridos, nessa ordem. Para
cada vértice vy, fazemos f;1(vx) = g(vk), fir1 sendo igual a f; nos demais
vértices, e rodamos o programa de otimizag&o

min Z err(oiy1, Biv1),
Bitr oit1€st(vi,Kiv1)
de modo a calcular Xg,, ,. Note que dessa maneira estamos melhorando Xg,_ ,
apenas nas regides da malha que foram modificadas pela subdivisdo. Iteramos
esse passo até o erro total estar abaixo de um limiar pré-estabelecido.
Notamos que neste caso a representagdo é do tipo paramétrica-implicita

pois, analisando a construgdo, temos que
=(fox H)N0)= |J X(8).
6€(K,f)

Se o gradiente de g também é conhecido, podemos modificar a fungdo de
erro, obtendo esta definigdo alternativa,

(90 X5,)2(p;)
err(o;, B;) = Z ||V(goXﬁ,)(PJ)||2,

a fim de obter uma aproximagio mais uniforme.
Nas figuras 6.2, 6.3 e 6.4 mostramos o algoritmo de poligonizagdo aplicado
a curva de Taubin,

0.004 + 0.110z — 0.177y — 0.174z2 + 0.224zy — 0.303y*—

0.168z3 + 0.327z%y — 0.087zy? — 0.013y°+
0.235z* — 0.667z%y + 0.74522y? — 0.029zy> + 0.072y* = 0,

em trés etapas distintas. Note como a geometria estd bem capturada mesmo
com poucas subdivisdes.

6.3 Reconstrucdo de hipersuperficies dadas por pontos

Podemos formular o problema da reconstrugdo de hipersuperficies dadas por
pontos da seguinte forma: dado um conjunto de pontos {p;} C [0, 1], suficien-
temente amostrado de uma hipersuperficie , encontrar um complexo isosim-
plicial curvilinear O = (K, f, X), tal que

{pi} C (fo X) " ((~a,a)),

para a pequeno. Além disso, espera-se que O tenha a mesma topologia de #.
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Figura 6.2: Poligonizacdo da curva de Taubin (1).

Figura 6.3: Poligonizacdo da curva de Taubin (2).

HEsse problema é bem mais dificil que o anterior, sendo uma espécie de pro-
blema inverso. No problema de poligonizagdo, o valor de f(v) vinha de graga,
bastava por f(v) = g(v). J4 na reconstrugéo, o principal problema é justamente
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Figura 6.4: Poligonizacdo da curva de Taubin (3).

estimar o valor de f(v), ou, mais precisamente, o sinal s(v), que indica se v esta
no interior ou no exterior de . Por causa dessa dificuldade, vamos dividir a ex-
posicao do algoritmo de reconstrucido em duas etapas. Primeiramente, na etapa
de estimacgdo da topologia, vamos mostrar como estimar um complexo isosim-
plicial O = (K, f) que aproxima C' linearmente. Depois, na etapa de esttmacgdo
da geometria, vamos mostrar como melhorar a geometria da aproximagao com
a ajuda de um difeomorfismo K-invariante X.

A idéia da estimagdo da topologia é semelhante a descrita na segdo anterior,
ou seja, construir uma seqiiéncia de complexos O; = (K, fi) que estima progres-
sivamente a topologia de H. Colocamos inicialmente K igual a triangulagdo
candnica de [0,1]" e fo(v) = +1, para todo v € Ky, indicando que os vértices
do hipercubo estao fora de 4. Para descrever o passo indutivo que calcula O; 4
a partir de O;, precisamos definir a fungéo err(o;) que associa a cada célula
0; € K; um erro que mede qudo coplanares os pontos p; contidos em o; estdo.

Utilizamos a técnica de andlise de componentes principais para calcular o
erro de coplanaridade. Nés calculamos o baricentro p,, e a matriz de covariancia
C,, dos pontos p; contidos em o0;. A fungdo de erro é dada por

( ) A;‘L
err(o;) = ,
VAL A2+ AR

onde A\l < A2, < ...< AZ sdoos autovalores de Cy,. Também associamos a o; 0
hiperplano II,, que passa por p,, € é perpendicular ao autovetor associado a )\Ll,
A idéia é que II,, representa um hiperplano secante que aproxima localmente
O dentro de ¢;, com erro de aproximagdo dado por err(o;).
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O passo indutivo se da da seguinte maneira: escolhemos a célula o; € K;
que possui o maior erro. Em seguida fazemos

K;+1 = MAUBACHSUBDIVIDE(Kj, 0;),

e estimamos o valor de f;q1(v) € {—1,+1}, para todo v € K;4;.
Para tanto, usamos as estimativas locais em cada o; dadas pelo hiperplano

I1,,, definindo
-1 ,sevell,
SU{(U)* { +1 ,SB’UEH;; )

ou seja, Sq, (v) € o sinal que f;(v) deve ter do ponto de vista de o;.
Entretanto, nada garante que esses sinais sido globalmente consistentes. B
como se cada célula tivesse sua prépria opinido sobre o sinal de seus vértices, ou
melhor dizendo, sua prépria opinido sobre o sinal de seus vértices a menos de
um fator —1. Naturalmente, espera-se que a opinido de uma célula que possui
um erro pequeno seja mais confidvel do que a de uma célula com erro grande.
Assim chegamos a definigdo de um peso H, associado a cada aresta €, dado por
Ho= Y s (0] (efr)) Tomex—SHO)

)
€ITmax — €ITmin
o;i€st(e,K;)

que mede a chance de haver uma mudanca de sinal entre os vértices de e.
Quanto maior o valor de H,, maior a chance. Acima, erry.y significa o maior
erro err(o;) para todo o; € K; e errmyi, € definido analogamente. Finalmente,
os valores f;11(v) sdo estimados minimizando-se o erro topolégico

EITyop = Z He fit1(€[0]) fiva(e[1]).

EEK 11

Empregamos o algoritmo de stmmulated anealing para minimizar erryop,. O
passo indutivo é iterado até um conjunto de critérios adaptativos ser satisfeito,
tais como o err(o;) estar abaixo de um certo limiar, ou level(o;) ser maior ou
igual a um valor dado. A figura 6.5 mostra que o algoritmo de estimagdo da
topologia consegue capturar imersdes néo triviais.

Calculado o complexo O = (K, f) que aproxima linearmente H, partimos
para a etapa de estimagdo da geometria. Inicialmente, fazemos

F(v) = f(v)dist* (v, {p;}),

ou seja, f(v) agora representa a distancia com sinal do vértice v ao conjunto de
pontos de entrada. Isso ja melhora bastante a aproximacgéo, mas O segue sendo
um objeto linear por partes.

Para melhorar ainda mais a aproximagdo, calculamos um difeomorfismo K-
invariante Xg, minimizando o somatério do erro geométrico

err'(0,8) = 3 [F(Xs (),

p;€0

sobre todos as células 0 € K. Na pratica, esse procedimento de minizagéo global
s6 funciona em dimensdo n = 2, pois o namero de variaveis do problema cresce
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Figura 6.5: Estimacdo da topologia. O peixe estda desenhado com 5411 pontos.

bastante j4 em n = 3. A alternativa que empregamos é minimizar err’(c, §)
individualmente para cada célula o, usando poucas iteracles, e repetir este
processo algumas vezes para obter um melhor resultado.

Na figura 6.6, vemos o resultado da estimagdo da geometria em um caso
simples.

6.4 Vizualizacdo e Suavizacao

Como dissemos, as aplicagOes descritas nas segGes anteriores geram como saida
um complexo isosimplicial curvilinear O = (K, f, X). Nesta segio, vamos des-
crever o método que utilizamos para visualizar tais objetos. Em resumo, o
método consiste em triangular o complexo O = (K, f), subdividi-lo usando um
esquema de subdiviséo, e aplicar o difeomorfismo X ! ou X aos vértices da ma-
lha resultante, conforme O seja do tipo implicito-paramétrico ou paramétrico-
implicito, respectivamente. Como resultado obtemos uma malha simplicial que
pode ser visualizada com aplicacles especificas.

O algoritmo usado para efetuar a primeira etapa do método, ou seja, a
triangulagdo de O, é o descrito na sub-secdo 3.2.5. Como resultado obtemos
a malha Tr(O), que sera refinada adaptativamente. Entretando, ndo podemos
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(a) Entrada da etapa de estimagdo da
geometria, os pontos estdo em preto.

(b) Apés a execugdo do algoritmo, os
pontos estdo proximos a curva O. O
complexo O esta tracejado.

(¢) Em magenta, vemos como os pontos
sdo levados a O pelo difeomorfismo X.

Figura 6.6: Estimacdo da geometria.
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aplicar os esquemas de subdivisdo que estudamos no capitulo 4 diretamente a
Tr(O), pois nada garante que a malha satisfaz os invariantes de Mitchell ou de
Maubach. Mas, como vimos, sempre é possivel resolver esse problema através da
aplicacao de um numero finito de subdivisdes estelares. Podemos, por exemplo,
tomar a primeira subdivisdo baricéntrica de Tr(O) como malha inicial My e
usar o esquema de Maubach. No caso n = 3, entretanto, é mais econémico usar
o esquema de Mitchell, pois menos subdivisGes sdo aplicadas para se gerar a
malha My, com resultados semelhantes.

O refinamento adaptativo ocorre da seguinte maneira: inserimos todas as cé-
lulas 0 = (vg,...,Un_1) € My em uma fila de prioridade @, onde a prioridade da
célula o & dada pelo volume da célula transformada (X *(vg),..., X Y(vn_1)),
no caso implicito-paramétrico, ou da célula (X(vg),..., X (vn_1)), no caso pa-
ramétrico-implicito. O loop de refinamento prossegue extraindo o topo o; da
fila @, e fazendo

M, 1 = MITCHELLSUBDIVIDE(M;, 0;),

ao mesmo tempo que as novas células sdo inseridas em . O processo acaba
quando um conjunto de critérios adaptativos é alcancado.

Por fim, aplicamos o difeomorfismo X! ou X, conforme o caso, a todos os
vértices da malha final, gerando assim uma malha simplicial M que aproxima
o complexo O. E desnecessério dizer que para n = 2 o processo é simplificado
de maneira 6bvia.

A figura 6.7 ilustra o processo de geragdo das malhas. Em (a) temos a
triangulagdo inicial Mp, em (b) uma malha intermediaria M sem a aplicagdo do
difeomorfismo, em (c) esta mesma malha j& deformada e em (d) a malha um
pouco mais refinada.

Até aqui ndo mencionamos nada sobre a suavidade do complexo O resul-
tante. Certamente O é suave dentro de cada célula o € K, visto que X|, €
polinomial, mas ndo podemos garantir nada sobre a suavidade de O na inter-
secdo de duas células adjacentes. Como as aplicagdes que geraram O tentavam
aproximar um objeto suave, seria razoavel supor que tal suavidade fosse her-
dada. Mas, na pratica, isso nem sempre acontece, porque é dificil obter uma
boa combinacdo de adaptacdo da malha K e ajuste dos pardmetros intrinse-
cos . Assim, enquanto ndo se descubram critérios teéricos suficientes para a
suavidade de O, temos que recorrer a alternativas mais pragmaticas.

A forma que encontramos de minimizar a descontinuidade aparente da nor-
mal entre células foi justamente forcar a suavidade via otimizagdo. Seja p um
ponto de @ que pertence ao bordo de uma célula 0. E possivel associar duas
normais unitarias a p: a normal n,(p), que é a normal de O restrita a ¢ no
ponto p, e a normal n(p) que é a média das normais n,(p) para todos as células
o' € K tais que p € o'. Para suavizar O, definimos o erro da normal

err(co,B) = Z In0,5(ps) — n(p:) 1%,

onde os p; sdo pontos amostrais convenientemente escolhidos em O N o, e resol-
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Figura 6.7: Exemplos que ilustram a visualizagdo e a suavizagao de complexos
isosimpliciais curvilineares.

vemos o problema de otimizagdo

min Z err(o, 8).
s ceK
BEsse método da bons resultados em n = 2 pois dois pontos amostrais sdo sufi-
cientes.

Na figura 6.7, o complexo na subfigura (d) foi obtido do complexo em (a)
pela aplicagdo do algoritmo de suavizagdo descrito acima.

Pode-se perguntar por que implementamos a suavizagido dessa maneira, ao
invés de se recorrer aos bem conhecidos critérios de continuidade C! para fun-
¢Ges ou malhas de Bézier, como parece ser o caso. Para responder a essa per-
gunta, vamos considerar um complexo isosimplicial curvilinear O = (KX, f, X),
onde K = 0 — ¢, com 0 = (po,P1,---,Pn) € 0 = (Pg,P1,---,Pn), € X & um
difeomorfismo K-invariante polinomial tal que X|, = Z\1|=m ciBr e X|o =
Em:m ¢y By, em coordenadas baricéntricas. Queremos saber sob que condi-
cdes © & C! na faceta comum a o e o', isto &, nos pontos ¢ € § N O, onde
0= 800' = 800'/.
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A primeira vista, deveriamos obrigar a continuidade C*! do difeomorfismo
X, fazendo

/
Crbeo = ) WiCh e,
%

onde |J|=m —1,J%=0e (wp,...,w,) sio as coordenadas baricéntricas de pg
com relagiio a o'. Mas esse ndo & o caso, pois em geral a funcéo f nfo é C! em
X~1(q), portanto se X fosse C*, a composigéo (f o X) ndo seria C*.

Uma segunda tentativa seria forcar a continuidade C' de (f o X) em §,
fazendo

7(CJ+eo) = Zwi?(c{]-kei)'

Isso funciona, mas é mais do que precisamos, pois essa condigdo assegura a
continuidade C? de (f o X) em todos os pontos de 6, enquanto ¢ suficiente
a continuidade C! nos pontos ¢ € § N O. Além do mais, é dificil assegurar
simultaneamente a continuidade C* e o fato de X ser um difeomorfismo.

6.5 Conclusao

A idéia para o conceito de complexo isosimplicial curvilinear veio no periodo em
que estdvamos trabalhando na extensao tridimensional do trabalho de Taubin e
Ronfard [35], que redundou no artigo [23]. Nesse artigo, expomos essencialmente
o algoritmo da segdo 6.3, s que restrito a complexos isosimpliciais lineares.
Analisando os resultados, percebemos que o ntumero de subdivisdes poderia ser
diminuido se uma deformagdo fosse aplicada no interior de cada célula, e dai
surgiu a definigdo de complexo isosimplicial curvilinear.

Em todos os problemas de otimizagdo, utilizamos o algoritmo L-BFGS-B
[38]. Ele apresenta bons resultados e possui uma interface simples de usar.
O gradiente das fungdes objetivo foi calculado com diferengas finitas, dada a
complexidade das mesmas. Futuramente, talvez seja interessante considerar
algoritmos de minimizagdo que levem em conta o fato dessas funcbes serem
parcialmente separdveis [26].

O algoritmo de poligonizagdo esbogado na segdo 6.2 ndo é robusto, ou seja,
componentes conexas de ¢~!(0) podem n#o ser descobertas, ja que a fungéo de
erro que usamos atribui um erro nulo a uma célula que possui todos os sinais
iguais, independentemente do que acontece dentro da célula. Uma maneira de
resolver esse problema é incorporar métodos intervalares ao algoritmo, como em
[18].

O algoritmo de reconstruciao da segdo 6.3 também pode ser melhorado de
muitos modos. O fato é que o algoritmo comporta um grande nimero de va-
riagoes e o desafio é encontrar a melhor. Por exemplo, é possivel permitir que
os vértices se movam, de modo a se afastarem dos pontos. Ou entdo efetuar
a otimizagdo dos parametros intrinsecos durante o processo adaptativo, num
estilo multigrid. Ou ainda rodar um algoritmo de simplificagdo como em [15]
ap6s a estimagdo da topologia e s6 entdo efetuar a estimagdo da geometria.
Pretendemos explorar essas variantes futuramente.
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Quanto a visualizagdo, ndo é dificil implementar rasterizagdo no caso n = 2

e ray-tracing no caso n = 3. Hssas seriam 6timas maneiras de se mostrar

efetivamente a dualidade implicita-paramétrica da representagdo. Para o ray-
tracing, entretanto, seria necessario um estudo mais detalhado da questdo da
suavidade. Alias, esse & o ponto que mais merece pesquisa num futuro préximo,
ou seja, como garantir que o complexo @ seja no minimo globalmente C*.
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Capitulo 7

Conclusao

Para finalizar, vamos listar as principais contribuigdes desta tese, ao menos na
nossa 6tica, e discutir brevemente alguns temas de trabalhos futuros.

No capitulo 3, utilizamos o conceito de complexo semi-simplicial para esta-
belecer um vinculo entre programagado genérica e modelagem topolégica. Tam-
bém isolamos o conceito de complexo isosimplicial, para o qual elaboramos um
algoritmo de triangulacio genérico.

A estrutura de dados que exibimos permite o acesso as relagdes de incidéncia
em tempo constante, & custa de um maior espago de armazenamento. Uma
possibilidade interessante de trabalho futuro é parametrizar a estrutura com
politicas [2], através das quais o usudrio possa trocar tempo de acesso por espago
de armazenamento conforme as necessidades da aplicagdo, mas preservando a
interface bésica.

No capitulo 4, introduzimos a nogdo de esquema de subdivisdo estelar,
aplicando-a a dois esquemas de subdivisdo pré-existentes. Gragas a um tra-
tamento mais combinatério, podemos dar uma nova demonstragio da corregdo
do algoritmo de Maubach. Mostramos também um algoritmo que transforma
uma malha qualquer em uma malha que satisfaz os invariantes de Maubach.

Uma linha de pesquisa posterior é estudar mais detalhadamente as proprie-
dades geométricas e combinatérias do esquema de Maubach. Isso pode levar a
maneiras mais eficientes de armazenar e operar com multi-triangulagdes geradas
a partir do esquema de Maubach. Uma segunda linha seria o estudo de outros
esquemas de subdivisdo estelar.

No capitulo 5, definimos um novo tipo de transformagdo do simplexo, as
fungbes simplicialmente invariantes, e estudamos critérios gerais de injetividade.
A seguir aplicamos esses critérios no caso polinomial obtendo uma série de
resultados parcias, mas ja suficientes para a implementacao de aplicagdes.

Existe uma série de questdes que merece ser investigada no tocante aos di-
feomorfismos simpliciais. O objetivo final é encontrar funcdes simplicialmente
invariantes que sejam, por um lado, dependentes de poucos paradmetros intrin-
secos, mas ainda assim capazes de modelar patches suficientemente flexiveis,
e por outro lado garantidamente difeomorfismos simpliciais. Talvez fungdes
simplicialmente invariantes racionais possam resolver essa questao.
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No capitulo 6, aplicamos os resultados dos capitulos anteriores para formu-
lar uma nova representacido de objetos graficos que combina caracteristicas das
representagdes implicita e paramétrica. Mostramos o poder dessa representagdo
ao descrever algoritmos genéricos com respeito a dimenséo para trés problemas
classicos: modelagem free-form, poligonizagao de objetos implicitos e recons-
trugdo de hipersuperficies dadas por pontos.

Quanto as aplicagGes, resta melhorar os resultados, principalmente no que
diz respeito a suavidade do complexo isosimplicial curvilinear.

That I am no skilled mathematician I have had little need to confess.
I am ‘advanced in these enquires no farther than the threshold’; but
something of the use and beauty of mathematics I think I am able
to understand.

D’Arcy Thompson [36]
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