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ResumoApresentamos uma nova representação de hipersuperfícies que combina carac-terísticas das representações implícita e paramétrica. A abordagem consiste emconstruir uma decomposição simplicial do espaço ambiente, determinar umaaproximação linear da hipersuperfície em tal decomposição e aplicar deforma-ções em cada simplexo, os chamados difeomor�smos simpliciais. O assunto étratado de forma independente da dimensão da hipersuperfície, tanto do pontode vista matemático, quanto do computacional, graças a uma análise detalhadados requisitos sintáticos e semânticos dos conceitos da topologia combinatóriasubjacentes, análise esta subordinada aos princípios da programação genérica.A noção de esquema de subdivisão estelar é tratada de modo semelhante, a�m de formalizar a especi�cação de algoritmos de multirresolução adaptativa.Apresentamos ainda algumas aplicações que ilustram o potencial da represen-tação.



AbstractWe present a new representation of hypersurfaces which combines features ofimplicit and parametric representations. The approach consists in to build asimplicial decomposition of the ambient space, to determine a linear approxima-tion of the hypersurface in such decomposition and to apply warpings to eachsimplex, the so-called simplicial di�eomorphisms. The subject is discussed inway independent of the hypersurface dimension, not only in the mathematicalpoint of view, but also in the computational one, thanks to a detailed analysisof the syntactical and semantical requirements of the combinatorial topologyunderlying concepts. Such analysis obeys the generic programming princi-ples. The stellar subdivision scheme concept is approched likewise in order toformalize the especi�cation of adaptive multiresolution algorithms. We alsopresent applications that show the potential of this new representation.
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Capítulo 1IntroduçãoApresentamos uma nova representação de hipersuperfícies que combina carac-terísticas das representações implícita e paramétrica. Para dar uma idéia geraldessa nova representação, vamos considerar um problema clássico em compu-tação grá�ca, a poligonização de curvas implícitas. Considere, por exemplo, acurva C, de�nida implicitamente pela equaçãoC(x; y) := (y � x2 + 1)4 + (x2 + y2)4 � 1 = 0,cujo grá�co pode ser visto na �gura 1.1.Existem vários algoritmos de poligonização de curvas implícitas, mas, emgeral, eles procedem assim: triangule um retângulo que contém a curva, avalieo a função C(x; y) nos vértices da triangulação (�gura 1.2) e aproxime C(x; y)linearmente em cada triângulo (�gura 1.3).

Figura 1.1: Grá�co de C(x; y) = 0.As diferenças entre os diversos algoritmos de poligonização residem nas vá-rias decisões que devem ser tomadas nos passos sumarizados acima, por exemplo,qual triangulação tomar, como aproximar a curva dentro de cada triângulo e,4



Figura 1.2: Triangulação de um retângulo envolvente à curva C(x; y) = 0.

Figura 1.3: Reconstrução linear da curva C(x; y) = 0.principalmente, como assegurar que a curva possui no máximo uma componentedentro de cada triângulo.Mas vamos considerar mais detalhadamente a �gura 1.3. A topologia dacurva está bem descrita para essa triangulação, mas a reconstrução linear estámuito distante da curva real. Nessa situação, podemos tentar algumas coisas,5



tais como re�nar mais a triangulação ou recorrer a algum método numérico pararesolver a equação C(x; y) = 0 restrita a cada triângulo.É possível ainda abordar o problema de outra forma: supor que, em cadatriângulo, C(x; y) pode ser aproximada por uma função polinomial de graubaixo e determinar os coe�cientes do polinômio associado a �m de obter umaboa aproximação. O problema dessa abordagem é assegurar que esse modelopolinomial seja bem comportado, isto é, que ele não introduza componentesconexas espúrias ou auto-interseções.É aí que entra a nossa idéia. Ao invés de aproximar C(x; y) em cada triân-gulo por uma função polinomial de grau baixo, nós deformamos o espaço dentrode cada triângulo de modo que a reconstrução linear seja levada o mais próximopossível da curva C(x; y) = 0. Essa deformação possui três propriedades im-portantes: (1) ela é bijetiva e contínua dentro de cada triângulo, de modo quea topologia da curva no interior do triângulo não é alterada; (2) ela é compa-tível com as relações de incidência da triangulação, o que garante que a curvadeformada possui a mesma topologia da reconstrução linear; e (3) ela é dadapor uma composição de aplicações polinomiais de baixo grau. Em resumo, essadeformação é o que chamamos de difeomor�smo simplical polinomial.Vejamos essas deformações atuando. A �gura 1.4 mostra a reconstrução li-near de baixa qualidade geométrica, mas topologicamente �el, que encontramosanteriormente, juntamente com linhas coordenadas associadas às coordenadasbaricêntricas de cada triângulo que é interceptado pela curva. A �gura 1.5, porsua vez, mostra o efeito do difeomor�smo simplicial atuando na reconstruçãolinear e nas linhas coordenadas. No capítulo 6, daremos mais detalhes sobrecomo o difeomor�smo simplicial foi encontrado.Até aqui, nos restringimos ao caso 1-dimensional, mas vamos mostrar queessa abordagem escala bem para dimensões superiores. Em geral, temos quenossa nova representação requer três ingredientes: um complexo simplicial K,uma função f de�nida nos vértices de K e um difeomor�smo simplicial X K-invariante, ou seja, que preserva as relações de incidência de K. Para entenderessa nova representação deve-se estudar cada um dos objetosK, (K; f) e (K;X).Isso é o que faremos nos próximos capítulos.Outra questão que devemos estudar é como abstrair as propriedades das tãopopulares malhas de triângulos para malhas simpliciais de qualquer dimensão,de tal modo que possamos especi�car algoritmos de maneira independente dadimensão, ou, de outra forma, genéricos com relação a dimensão.Acreditamos ter achado uma resposta interessante para essa pergunta aounir as técnicas da programação genérica com os fundamentos conceituais datopologia combinatória. É importante notar que essa questão não surge apenasde um desejo de abstração de caráter matemático, mas de uma necessidade deespeci�car algoritmos e�cientes de maneira elegante.Essa resposta incorpora também outro tópico muito importante em aplica-ções, a noção de multirresolução adaptativa, que podemos observar na tri-angulação do exemplo. Mais precisamente, através do conceito de esquemade subdivisão estelar, vamos poder modelar genericamente os algoritmos dere�namento adaptativo mais freqüentes.6



Figura 1.4: Reconstrução linear exibida com as linhas coordenadas.

Figura 1.5: Difeomor�smo simplicial atuando sobre a reconstrução linear e aslinhas coordenadas.
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A tese está organizada da seguinte maneira. No capítulo 2, resumimos ostrabalhos relacionados. O capítulo 3 trata de estabeler o vínculo entre topo-logia combinatória e programação genérica através de certas noções, tais comocomplexos semi-simpliciais, pseudovariedades e complexos isosimpliciais. Nocapítulo 4, discutimos a noção de esquema de subdivisão estelar. O capítulo 5é dedicado aos difeomor�smos simpliciais. Seguem dois capítulos inevitáveis, ode aplicações (Cap. 6), entre elas a de poligonização de curvas implícitas queilustra esta introdução, e uma breve conclusão (Cap. 7).
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Capítulo 2Trabalhos RelacionadosO objetivo deste capítulo é resumir os trabalhos que de uma forma ou outraestão relacionados ao desta tese. A seqüência adotada para expô-los é antescronológica do que lógica, estando mais ligada a ordem em que apareceramno curso da pesquisa, na medida em que respondiam à dúvidas ou sugeriamcaminhos, do que a qualquer tentativa de sistematização.A motivação inicial da pesquisa que levou a esta tese era criar uma estruturade dados que representasse malhas hierárquicas de tetraedros, possuisse suportea subdivisão e tivesse propriedades análogas as malhas hierárquicas 4-K deVelho e Gomes [37]. Naquele momento, conhecíamos somente o trabalho deJosé Maria Ribeiro Neves sobre triangulações retangulares [25], que possuiaalguma conexão com esse tema, mas tinha um caráter mais prático e dirigido aaplicações de visualização volumétrica.Nosso primeiro contato com estruturas de dados espaciais foi o trabalho dePaulo Roma, em artigos como [6]. Aprendemos muito estudando seu código maspercebemos que sua estrutura era demasiadamente geral para nossas aplicações.Precisávamos representar apenas malhas de tetraedros e não subdivisões geraisdo espaço.Ao mesmo tempo, sob in�uência das biblioteca STL [34] e Boost Graph[33], começamos a pensar nossa estrutura como uma coleção de containersque armazenassem os vértices, arestas, faces e tetraedros da malha, juntamentecom uma interface funcional para acesso as relações de incidência entre esseselementos. Pesquisando na literatura, chegamos ao conceito de complexo semi-simplicial [21] que se encaixou como uma luva.Faltava entretanto incorporar subdivisão e hierarquia ao modelo. Comodeveríamos emular as propriedades das malhas 4-K, nada mais natural que em-pregar subdivisões em arestas e hierarquia entre os tetraedros.Até então, estávamos concentrados na implementação da estrutura. Masquando foi necessário formalizar o conceito, a �m de derivar propriedades e pro-var a correção de algoritmos, vimos que não possuíamos a ferramenta adequada.É certo que havia o trabalho da �escola de Gênova� sobre multi-triangulações[10], entretanto ainda não era exatamente o que queríamos.Foi por acaso que descobrimos o artigo de Alexander sobre operações es-9



telares [1] e imediatamente percebemos que essa era a ferramenta que necessi-távamos para orientar o raciocínio, uma vez que podem ocorrer situações nãointuitivas já em malhas de tetraedros.A pesquisa já estava su�cientemente madura para gerar o artigo [7], ondetentamos unir programação genérica, multi-triangulações e operações estelares,mas ainda restritos ao caso tridimensional, numa aplicação em visualização vo-lumétrica.Ocorreu uma mudança na direção da pesquisa quando, em uma visita aoVisgraf, Gabriel Taubin sugeriu que nossas idéias poderiam ser usadas paraimplementar uma versão tridimensional de um algoritmo de reconstrução decurvas dadas por pontos proposto por ele e Remi Ronfard em [35]. Na verdade,o algoritmo de reconstrução era apenas uma aplicação de um conceito originaldenominado Modelos Implícitos Simpliciais, cujo objetivo era dar uma novaformulação a idéia de objetos implícitos por partes. Nós implementamos essealgoritmo [23] e durante o processo �camos seduzidos pela idéia de objetosimplícitos por partes.Pesquisando na bibliogra�a, descobrimos o notável trabalho de Bajaj et alnesse assunto [3, 4]. Ele descobriu condições su�cientes para que um patchimplícito algébrico não possuísse singularidades no interior de um tetraedro.Aparentemente, isso poderia ser desalentador, pois ele de fato havia encontradouma solução muito boa e não haveria muito mais a fazer. Mas, incomodadoscom a complexidade das contas envolvidas, resolvemos pensar em uma soluçãodiferente e conceitualmente mais simples.Foi quando nos veio a mente o trabalho de Sederberg e Parry [31] sobre defor-mações free-form, que havíamos conhecido por meio do trabalho de Coquillart[8]. A idéia era aplicar uma deformação, dada por uma aplicação polinomial, nointerior de cada tetraedro e com isso deformar um patch linear que estivesse de-�nido no tetraedro através de interpolação linear, como nos modelos implícitossimpliciais de Taubin e Ronfard.Só havia um problema: a deformação deveria ser necessariamente injetiva, a�m de evitar auto-interseções e o surgimento de componentes conexas espúrias.No artigo �Preventing Self-Intersection under Free-Form Deformation� de Gaine Dodgson [11], encontramos a referência a um critério su�ciente para que umadeformação fosse injetiva, devido a Meisters e Olech [22]. Conseguimos adaptaresse critério para o caso de uma função simplicialmente invariante X de�nidaem um simplexo �n, reduzindo o o problema de mostrar que X a injetiva àveri�cação da positividade do determinante jacobiano de X em �n.No caso polinomial que nos interessava, o problema era mostrar que certospolinômios eram positivos em �n. Depois de tentar mostrar isso com auxílio deprogramas de computação simbólica, sem sucesso, por causa do grande númerode variáveis do problema, descobrimos que este é um tema muito rico, para oqual já existiam muitos resultados [29, 30], entre os quais um teorema de Pólya,que fornecia critérios necessários e su�cientes. Com algum esforço, aplicamosesse critério ao caso em questão e obtivemos um conjunto de resultados parciaisque permitiram a implementação de um conceito que unia modelos implícitossimpliciais e deformações free-form injetivas.10



Nesse ínterim, a estrutura de dados original já havia sido modi�cada parasuportar malhas n-dimensionais. Entretanto, o processo de subdivisão aindadependia de informações geométricas, ao passo que o esquema das malhas 4-Kse baseava apenas em informações combinatórias da malha. Foi quando desco-brimos o artigo de Maubach [20], no qual esse problema havia sido resolvidoatravés da análise da triangulação CFK de um hipercubo.Mais uma vez, incomodados pela complexidade das contas, tentamos pro-var nós mesmos os resultados de Maubach, seguindo a estratégia de isolar osfatos combinatórios dos geométricos, com bons resultados, pois além de obteruma nova demonstração para a correção do algoritmo de Maubach, descobri-mos algumas condições que uma malha deve satisfazer para que tal algoritmofuncione.Durante a preparação desta tese, foram publicados alguns trabalhos queutilizaram a biblioteca computacional que desenvolvemos. Lewiner et al [15]empregaram-na no desenvolvimento de algoritmos de para extração e compres-são de malhas hierárquicas de complexos isosimpliciais. Já Marroquim et al [19],trabalharam na geração de malhas de tetraedros em multirresolução, adaptadasa domínios espaciais.
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Capítulo 3Programação Genérica eModelagem TopológicaProgramação genérica é um paradigma de programação orientado a algoritmo,que consiste em considerar o algoritmo em primeiro lugar, identi�cando os con-ceitos sobre os quais ele opera. O termo �conceito� acima possui um signi�cadopreciso: um conceito é um conjunto de abstrações computacionais que satis-fazem certos requisitos sintáticos e semânticos, conhecidos como interface epropriedades, respectivamente. Qualquer instância particular de um conceitoé chamada de modelo e diz-se que tal modelo implementa tal conceito. Aidéia básica da programação genérica é que um algoritmo que atue sobre umdado conceito deve ser especi�cado apenas em termos da interface e das pro-priedades, sendo portanto aplicável a todos os modelos que implementam esseconceito. Um algoritmo assim especi�cado é denominado algoritmo genérico.Em resumo, parafraseando N. Wirth, podemos dizer queGeneric Algorithms+Concepts=Generic Programming.Nosso objetivo neste capítulo é aplicar as técnicas da programação genéricaà modelagem topológica, termo que utilizamos em analogia à modelagem geo-métrica, ou seja, a modelagem topológica trata da descrição computacionalde objetos topológicos. Especi�camente, queremos formular um conceito quecapture a noção de malha de triângulos, ou, mais geralmente, de malha n-dimensional. Mas o que entendemos por �malha n-dimensional� ?A noção de malha em computação grá�ca é propositadamente vaga, a �mde acomodar as mais diversas situações. De maneira geral, ela corresponde anoção matemática de complexo, a qual admite várias modalidades. Grossomodo, um complexo é composto de elementos mais simples colados uns aosoutros de tal forma que certas regras de compatibilidade estejam asseguradas.Os diferentes complexos são nomeados segundo o tipo de elemento constituinte,podendo ser complexos simpliciais, cúbicos ou poliedrais, por exemplo, conformeos elementos sejam simplexos, cubos ou poliedros.Cada um desses complexos tem suas aplicações preferenciais. Complexospoliedrais, por serem fechados com relação às operações de união e interseção,12



são bastante empregados em aplicações de CSG. Complexos cúbicos são am-plamente utilizados na discretização de EDPs. Complexos simpliciais, por suavez, são vantajosos em aplicações que envolvam subdivisão e multirresolução.Como essas são as aplicações que nos interessam por hora, uma malha para nóscorresponde a noção de complexo simplicial, com algumas restrições adicionais.Tais restrições são necessárias pois complexos simpliciais são objetos muito ge-rais. Na ausência de informação adicional, a recuperação da vizinhança de umdado simplexo, uma operação fundamental em muitos algoritmos, pode deman-dar um tempo proporcional ao número de simplexos do complexo, quando seriadesejável que esse tempo fosse proporcional ao número de simplexos realmentena vizinhança.Isso nos leva a um ponto crucial na �loso�a da programação genérica: e�ci-ência. Um dos ingredientes da especi�cação de um conceito é o custo compu-tacional de cada componente da interface, de modo que a complexidade de umalgoritmo genérico possa ser calculada de antemão e seja válida para qualquermodelo que implemente esse conceito. O que faremos a seguir é propor um re-�namento do conceito de complexo que possui propriedades ótimas no quesitoe�ciência.Uma inovação desta tese é a utilização de um objeto conhecido tecnicamentecomo complexo semi-simplicial na representação de complexos simpliciais. Pre-tendemos mostrar que tal decisão é a mais adequada ao espírito da programaçãogenérica.Outro ponto a se destacar deste capítulo é que vamos estudar um certo tipode objeto muito freqüente em diversas aplicações, mas que até aqui, pelo menosem nosso conhecimento, não havia sido batizado. Trata-se do análogo simplicialdas hipersuperfícies e que, por isso mesmo, está sempre presente nos algoritmosde aproximação simplicial de hipersuperfícies, ainda que disfarçado.O capítulo está dividido em três seções. A primeira trata dos conceitosgeométricos, a segunda dos conceitos combinatórios relacionados e a terceira éuma descrição da interface necessária para operar sobre esses conceitos.3.1 Conceitos Geométricos3.1.1 Complexos SimpliciaisUm conjunto C de pontos no espaço Rm está em posição geral se os vetoresp1 � p0; : : : ; pn � p0 são linearmente independentes, para qualquer seqüênciap0; p1; : : : ; pn de pontos em C, com n � m. O fecho convexo de n + 1 pontosp0; p1; : : : ; pn em posição geral é denominado simplexo n-dimensional, ou n-simplexo, e é denotado por hp0; : : : ; pni. Por convenção, o simplexo vazio temdimensão �1. Os pontos pi são chamados vértices do simplexo.Se um ponto p pertence a um simplexo � = hp0; : : : ; pni, segue diretamenteda de�nição que p pode ser escrito unicamente da formap = w0p0 +w1p1 + : : :+wnpn,13



onde wi � 0 e Pwi = 1. Os coe�cientes wi são conhecidos como coordenadasbaricêntricas de p com relação ao simplexo �. Dizendo a mesma coisa de outraforma, as coordenadas baricêntricas fornecem uma bijeção entre um n-simplexo� qualquer e o simplexo n-dimensional padrão�n = f(w0; : : : ; wn) 2 Rn+1jwi � 0;Xi wi = 1g,que leva os vértices pi de � nos pontos ei = (e0i ; e1i ; : : : ; eni ), com eji = Æij . Dessacaracterização, �ca fácil ver que um simplexo é determinado completamentepelos seus vértices, a menos de uma permutação, ou seja, sehp0; : : : ; pni = hq0; : : : ; qni,então qi = p�(i), para alguma permutação � dos inteiros entre 0 e n.O fecho convexo de quaisquer r+1 vértices de um simplexo � = hp0; : : : ; pnié um r-simplexo Æ. Dizemos que Æ é uma face de �, ou Æ < �, em símbolos.Dizemos também que � e Æ são incidentes. Dois simplexos �1 e �2 que seinterceptam em uma face comum Æ, com �1 6= Æ 6= �2, são ditos adjacentes.Estamos prontos para uma importante de�nição.De�nição 1. Um complexo simplicial é um conjunto K de simplexos do Rmsatisfazendo a duas condições:1. As faces de um simplexo em K também pertencem a K;2. A interseção de dois simplexos de K ou é vazia ou é uma face comuma ambos.A realização geométrica de um complexo simplicial K, denotada por jKj,é o conjunto dos pontos do Rm que pertencem a ao menos um simplexo de K.Dizemos que K triangula um conjunto C � Rm se C = jKj. Claramente, ummesmo conjunto pode ter várias triangulações.A dimensão de um complexo é, por de�nição, igual a maior das dimensõesde seus simplexos.3.1.2 Complexos IsosimpliciaisEm computação grá�ca, complexos simpliciais surgem essencialmente em duassituações: ou na modelagem direta de objetos, ou na triangulação do domíniode uma função. Uma vez que uma função f :D � Rm ! R tenha seu domíniotriangulado, é possível obter uma aproximação linear por partes f , a partirda interpolação linear do valor de f nos vértices da triangulação, fornecendoassim uma representação bastante compacta de f . Isosuperfícies de f , ou seja,conjuntos da forma fp 2 Djf(p) = kg, constituem, por sua vez, uma maneiraindireta de se modelar objetos.Vemos assim que complexos simpliciais estão presentes nos dois tipos maisbásicos de representação de objetos, a paramétrica (�direta�) e a implícita (�indi-reta�). Para aumentar o paralelismo entre essas representações, vamos mostrar14



a seguir que as �isosuperfícies de funções lineares por partes� não são merosconjuntos de pontos, mas, ao contrário, podem ser dotadas de uma estruturasimilar a de um complexo simplicial.Seja � = hp0; : : : ; pni � Rm um n-simplexo e (f0; : : : ; fn) 2 Rn+1, com cadafi 6= 0. Ao conjunto� = h(p0; f0); : : : ; (pn; fn)i := fp 2 �jf0w0 + f1w1 + : : :+ fnwn = 0g,onde os wi são as coordenadas baricêntricas de p com relação a �, denominamosisosimplexo de suporte � e valores (f0; : : : ; fn). Notamos que um mesmoisosimplexo pode ter representações distintas. Por exemplo, substituindo-secada fi pelo múltiplo �fi, � 6= 0, o conjunto � não se altera. Também é possívelobter outras representações através da alteração do simplexo suporte. Por isso,sempre que nos referirmos a um isosimplexo, indicaremos seu suporte e seusvalores.Vamos estudar mais atentamente o conjunto �. Se os valores fi são todosmaiores que zero, ou todos menores que zero, � é vazio. Caso contrário, vamossupor que existam k+1 valores positivos e l+1 valores negativos. Sem perda degeneralidade, vamos supor também que os primeiros valores sejam positivos, demodo que podemos de�nir f+i := fi e p+i := pi, para i = 0; : : : ; k e f�i := fk+1+ie p�i := pk+1+i, para i = 0; : : : ; l, com f+i > 0 e f�i < 0. Ou seja, separamos aspartes positivas e negativas do suporte e dos valores do isosimplexo �.Não é difícil mostrar que a aplicação I:�k ��l ! � dada por((w+0 ; : : : ; w+k ); (w�0 ; : : : ; w�l )) 7! � kXi=0 w+i p+i + � lXi=0 w�i p�i , (3.1)onde � = �Pli=0 f�i w�iPki=0 f+i w+i �Pli=0 f�i w�i e � = Pki=0 f+i w+iPki=0 f+i w+i �Pli=0 f�i w�i ,mapeia o produto�k��l bijetivamente em �. Da de�nição resulta também que� é convexo e que está contido em um subespaço a�m de dimensão k+ l = n�1do Rm. Podemos, portanto, de�nir a dimensão de um isosimplexo � comoa soma k + l, exceto se k = n ou l = n, quando convecionamos que � temdimensão �1.As faces de um isosimplexo � = h(p0; f0); : : : ; (pn; fn)i são, por de�nição,isosimplexos ! = h(pi0 ; fi0); : : : ; (piq ; fiq )i,onde fi0; : : : ; iqg � f0; : : : ; ng. A noção de face era o que faltava para a seguintede�nição:De�nição 2. Um complexo isosimplicial é um conjunto O de isosimplexos doRm satisfazendo a duas condições:1. As faces de um isosimplexo em O também pertencem a O.15



2. A interseção de dois isosimplexos de O ou é vazia ou é uma facecomum a ambos.Comparando as de�nições 1 e 2, vemos que elas são praticamente idênticas,a única diferença sendo o tipo de �célula� usada para estruturar o complexo.É fácil ver que um simplexo isosimplicial O é de�nido unicamente pelo com-plexo simplicial K formado pelos suportes dos isosimplexos em O e por umafunção f de�nida nos vértices de K. Reciprocamente, o par (K; f) de�ne umcomplexo isosimplicial. Sendo assim, eventualmente usaremos essa correspon-dência para nos referir a complexos isosimpliciais.Completamos assim a de�nição dos dois conceitos geométricos principaiscom os quais trabalharemos, enfatizando sua semelhança formal. Na próximaseção, vamos de�nir os análogos combinatórios desses conceitos, ou seja, va-mos abstrair as propriedades geométricas desses conceitos e nos concentrar nasnoções de incidência e adjacência.3.2 Conceitos CombinatóriosNesta seção, em que discutiremos conceitos combinatórios relacionados aos com-plexos simpliciais e isosimpliciais, muitas vezes de�niremos objetos no contextocombinatório que podem ser imediatamente associados a objetos geométricos.A �m de abreviar a discussão, deixaremos ao leitor o encargo de realizar taiscorrespondências.3.2.1 Complexos Simpliciais AbstratosAbstraindo as informações geométricas dos complexos simpliciais, chegamos aseguinte de�nição:De�nição 3. Dado um conjunto �nito V , um complexo simplicial abstratosobre V é um conjunto K de subconjuntos de V satisfazendo as seguintespropriedades:1. � 2 V se, e somente se, f�g 2 K;2. Se � 2 K e Æ � �, então Æ 2 K. Um elemento � de K é chamadosimplexo e os subconjuntos próprios de � são chamados faces;3. Existe uma ordem parcial < em V tal que para quaisquer � 2 K ev; v0 2 �, ou v < v0 ou v > v0, ou seja, elementos de um mesmosimplexo são comparáveis. 1É fácil ver que sempre podemos obter um complexo simplicial abstrato K 0 apartir de um complexo simplicial geométricoK, basta �xar uma ordem total noconjunto de vértices de K e associar a cada � = hp0; : : : ; pni em K o simplexo1O item 3 da de�nição pode parecer desnecessário, e de fato não é facilmente encontradona literatura, mas tem uma grande importância na nossa abordagem, pois permite a de�niçãosubseqüente de operador de face. 16



�0 = fp0; : : : ; png em K 0. Veremos que as relações de incidência são preservadaspor esta associação, apenas os aspectos geométricos são �esquecidos�. Recipro-camente, é possível mostrar que todo complexo simplicial abstrato pode sermergulhado em algum Rm, para m su�cientemente grande.Dizemos que L � K é um subcomplexo de K se L é um complexo sobre oselementos de K em L, com a mesma ordem presente em K.Aproveitando a notação do caso geométrico, denotaremos um simplexo � =fv0; v1; : : : ; vng em K, com v0 < v1 < : : : < vn, por hv0; v1; : : : ; vni.No que segue, por vezes omitiremos o adjetivo �abstrato�, mas sempre estaráclaro, a partir do contexto, a qual tipo de complexo queremos nos referir.Um elemento � de K de cardinalidade n+ 1 é denominado um n-simplexoe dizemos que � tem dimensão n, ou, em símbolos, que d(�) = n. Simplexoszero e um dimensionais são denominados vértices e arestas, respectivamente.A dimensão de K é o máximo das dimensões de seus simplexos. Por convenção,o elemento ; de K tem dimensão �1. Adicionalmente, se K tem dimensão m,chamaremos os m-simplexos de células e os (m� 1)-simplexos de facetas. Umcomplexo K é puro se todo simplexo � está contido em alguma célula.Para cada n, podemos associar um conjunto Kn consistindo dos simplexosn-dimensionais de K. Podemos também de�nir operadores @ni :Kn ! Kn�1,0 � i � n, denominados operadores de face, da seguinte maneira: seja � =hv0; v1; : : : ; vni um n-simplexo . Então @ni (�) = hv0; ; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vni, ouseja, @ni (�) é obtido eliminando-se o i-ésimo vértice de �. Quando não houverperigo de confusão, omitiremos o superscrito no símbolo de operador de face. Éfácil ver que os operadores de face satisfazem a relação@n�1j @ni = @n�1i�1 @nj ; para 0 � j < i � n. (3.2)É possível inverter o raciocínio e tomar a relação (3.2) como base para ade�nição de um novo objeto:De�nição 4. Um complexo semi-simplicial m-dimensional K é uma seqüên-cia de conjuntos �nitos K0;K1; : : : ;Km, com Km não vazio, dotados deoperadores @ni :Kn ! Kn�1, satisfazendo a relação (3.2).Um complexo semi-simplicial é um objeto mais geral que um complexo sim-plicial abstrato, pois todo complexo simplicial abstrato dá origem a um com-plexo semi-simplicial, como se depreende da discussão acima, mas um complexosemi-simplicial permite simplexos degenerados.A grande vantagem dos complexos semi-simpliciais é que a natureza doselementos dos conjuntos Kn não está especi�cada. Não precisamos pensar ne-les como conjuntos de vértices. Do ponto de vista da programação genérica,elementos de conjuntos Kn distintos podem implementar conceitos diferentes epodem estar armazenados em diferentes tipos de containers.Nossa estratégia é utilizar complexos semi-simpliciais para representar com-plexos simpliciais abstratos. Para tanto precisamos apenas transportar a noçãode face para o contexto de complexos semi-simpliciais. Podemos fazê-lo induti-vamente: seja Æ um n-simplexo e � um m-simplexo com n < m. Se m = n+1,17



Æ é uma face de � se @i(�) = Æ, para algum i; caso contrário, Æ é uma face de �se existir um � 2 Kn+1 face de � tal que @i(� ) = Æ, para algum i.Podemos agora de�nir a relação fundamental entre simplexos de um com-plexo, seja ele simplicial ou semi-simplicial. Dois simplexos Æ e � são incidentesse Æ é uma face de � ou se � é uma face de Æ.Portanto, as relações de incidência em um complexo estarão completamentede�nidas se pudermos responder para cada simplexo � estas duas perguntas:1. quais são as faces de � ?2. de quais simplexos � é face ?Naturalmente estamos interessados em algoritmos que respondam essas per-guntas de maneira e�ciente. A seguir vamos considerar complexos simpliciaisrepresentados por complexos semi-simpliciais.A primeira pergunta é mais fácil e a de�nição indutiva de face dada acimajá fornece um algoritmo. Se � é um m-simplexo, todos os n-simplexos que sãofaces de � são obtidos através da composição sucessiva de m�n operadores deface aplicadas a �, @n+1j1 @n+2j2 : : : @mjm�n�; (3.3)para todas as escolhas possíveis de ji. Mas algumas dessas escolhas são re-dundantes. Aplicando repetidamente a relação (3.2) a pares consecutivos deoperadores em (3.3) podemos nos limitar a índices ji que satisfazem0 � j1 < j2 < : : : < jm�n � m.Vamos denotar por F (m;n) o conjunto das (m�n)-uplas de inteiros que satis-fazem as desigualdades acima. Observe que percorrer os elementos de F (m;n) éequivalente a percorrer o conjunto das combinações de m+1 objetos em gruposde m� n, problema extensivamente estudado (ver [14], por exemplo).Portanto, para enumerar as faces de um m-simplexo � é su�ciente percorreros elementos de F (m;n) para 0 � n < m e aplicá-los via (3:3), respondendoassim a primeira pergunta. Antes de passar à segunda pergunta, vejamos umexemplo.Seja � = hv0; v1; v2; v3; v4i. Vamos aplicar o método descrito acima parapercorrer as faces de dimensão 2 e 3 de �:@2@3@4� = hv0; v1i @0@1� = hv2; v3; v4i@1@3@4� = hv0; v2i @0@2� = hv1; v3; v4i@1@2@4� = hv0; v3i @0@3� = hv1; v2; v4i@1@2@3� = hv0; v4i @0@4� = hv1; v2; v3i@0@3@4� = hv1; v2i @1@2� = hv0; v3; v4i@0@2@4� = hv1; v3i @1@3� = hv0; v2; v4i@0@2@3� = hv1; v4i @1@4� = hv0; v2; v3i@0@1@4� = hv2; v3i @2@3� = hv0; v1; v4i@0@1@3� = hv2; v4i @2@4� = hv0; v1; v3i@0@1@2� = hv3; v4i @3@4� = hv0; v1; v2i18



Ao analizarmos esse resultado, inferimos um padrão interessante. Está claroque para obter a face Æ = hvi0 ; vi1 ; : : : ; vini de um simplexo � = hv0; v1; : : : ; vmi,basta considerar o conjunto complementarfj1; j2; : : : ; jm�ng = f0; 1; : : : ;mg n fi0; i1; : : : ; ing,com j1 < j2 < : : : < jm�n, e aplicar a � o operador índice�[i0; i1; : : : ; in] := @j1@j2 : : : @jm�n�,para o qual adotamos uma notação pós-�xa.Já para responder à segunda pergunta podemos simplesmente enumerar asfaces de cada simplexo � de dimensão maior que a de � e veri�car se � está entreelas. Este método é claramente insatisfatório, mas é o único possível na ausênciade informação adicional. A seguir vamos obter re�namentos do conceito decomplexo simplicial que permitem responder a pergunta 2 de maneira maise�ciente.3.2.2 Pseudovariedades e Malhas ConformesAlgumas de�nições são bem-vindas. Dois simplexos �1 e �2 em um complexosimplicial abstrato K são independentes se �1 \ �2 = ;. A junção �1 ? �2 dedois simplexos independentes �1 e �2 é o conjunto �1 [ �2. A junção de doissubcomplexos L e L0, denotado por L ? L0, é o conjunto f� ? � : � 2 L; � 2 L0g.O link de um simplexo � 2 K é de�nido porlink(�;K) = f� 2 K : � ? � 2 Kg.Finalmente, a estrela de � emK, denotado por st(�;K), é a junção �?link(�;K).Diante dessas de�nições, vemos que uma maneira equivalente de colocar a per-gunta 2 é: dado um simplexo �, como determinar sua estrela ? A de�nição aseguir é uma restrição natural e útil para responder essa pergunta.De�nição 5. Um complexo simplicial m-dimensional K é uma pseudovarie-dade se:1. K é um complexo puro, ou seja, todo n-simplexo, com n < m, é facede alguma célula;2. toda faceta é incidente a no máximo duas células.O item 1 acima implica que cada n-simplexo é face de ao menos um (n+1)-simplexo e podemos portanto utilizar essa informação para determinar umacélula inicial a partir do qual uma busca aos outros simplexos incidentes podeser efetuada. Já o item 2 permite associar à pseudovariedadeK um grafo G(K),chamado grafo de vizinhança de K, ou grafo dual, cujos vértices são as célulasdeK e cujas arestas são as facetas deK com exatamente duas células incidentes.A idéia é utilizar esse grafo para prosseguir a busca dos simplexos incidentes.Mas algumas restrições adicionais à pseudovariedade devem ser impostas paralimitar essa busca apenas à estrela do simplexo.19



Dizemos que uma pseudovariedade K é fortemente conexa se G(K) é co-nexo. Para recuperar a estrela de um simplexo de maneira e�ciente, entretanto,é necessária uma condição mais forte sobre K.De�nição 6. Dizemos que uma pseudovariedade fortemente conexa K éhereditária se a estrela de cada vértice é fortemente conexa, isto é, seG(st(v;K)) é conexo para todo vértice v 2 K0. Uma pseudovariedade here-ditária é denominada malha conforme.É possível provar que se K é uma malha conforme, então G(st(�;K)) éconexo para qualquer n-simplexo de K, para n � 0 ([1], Teorema [8:2]).Em resumo, nossa abordagem para responder a pergunta 2 consiste em imporum mínimo de restrições ao conceito de complexo simplicial que sejam su�cien-tes para recuperar a estrela de cada simplexo, através do percorrimento do grafoG(st(�;K)). Vale ressaltar que variedades combinatórias são casos particularesde malhas conformes.3.2.3 Pseudovariedades OrientadasOutro conceito importante que devemos modelar é o de orientação. Seja Kuma complexo simplicial m-dimensional puro. Uma orientação de K é umaaplicação o:Kn ! f�1;+1g, ou seja, uma atribuição de um sinal a cada célula.Dizemos que uma pseudovariedade K é orientável se existe uma orientação osatisfazendo o(�1)(�1)i = �o(�2)(�1)j (3.4)para todos os pares (�1; �2) tais que @i�1 = @j�2, isto é, células adjacentesinduzem orientações opostas em suas facetas comuns. Nesse caso, dizemos queo par (K; o), ou simplesmente K quando a orientação estiver subentendida, éuma pseudovariedade orientada.Uma pseudovariedade m-dimensional K mergulhada em Rm é sempre ori-entável, basta escolher a orientação padrãoo(�) = sgndetP�,onde � = hp0; p1; : : : ; pmi 2 K eP� = 0BBB@ 1 1 � � � 1p10 p11 � � � p1m... ... . . . ...pm0 pm1 � � � pmm 1CCCA .Para ver isso, suponha que �1; �2 2 K sejam tais que @i�1 = @j�2. EntãodetP�1 = (�1)i ��������� 1 1 � � � 1a1 q11 � � � q1m... ... . . . ...am qm1 � � � qmm ���������20



e detP�2 = (�1)j ��������� 1 1 � � � 1b1 q11 � � � q1m... ... . . . ...bm qm1 � � � qmm ��������� ,de modo que a e b estão em lados opostos do hiperplano determinado pelospontos q1; : : : ; qm. Aplicando uma mudança de coordenadas, se necessário, po-demos supor que a1 > 0, b1 < 0 e q1i = 0. Efetuando a expansão de Laplace nasegunda linha dos determinantes acima, obtemos (3.4).Uma pseudovariedade orientada �ca completamente caracterizada, portanto,pela lista de suas células, acompanhadas do respectivo sinal de orientação. As-sim, adotaremos na seqüência uma notação �algébrica�, na qual uma pseudova-riedade orientadam-dimensional (K; o) é representada pela �soma algébrica� desuas células. Por exemplo, se m = 3 eK3 = f�1 = hv0; v1; v2; v3i; �2 = hv0; v1; v2; v4ig,com o(�1) = +1 e o(�2) = �1, denotaremosK = +hv0; v1; v2; v3i � hv0; v1; v2; v4i.3.2.4 Complexos Isosimpliciais AbstratosFinalmente, vamos de�nir o conceito de complexo isosimplicial abstratamente.De�nição 7. Seja K um complexo simplicial abstrato e s : V ! f+1;�1guma função de�nida nos vértices de K. Ao complexo simplicial abstratoO sobre o conjunto V 0 = f(v; s(v))jv 2 Kg, tal quehv0; : : : ; vni 2 K , h(v0; s(v0)); : : : ; (vn; s(vn))i 2 O,denominamos complexo isosimplicial abstrato com suporte K e valores s.Um elemento � = h(v0; s(v0)); : : : ; (vn; s(vn))i 2 O é denominado isosim-plexo com suporte hv0; : : : ; vni e valores (s(v0); : : : ; s(vn)), e será denotado porhv�0 ; : : : ; v�n i, onde a escolha do sinal + ou � superescrito a vi dependerá dosinal de s(vi). Por exemplo, representaremos � = f(v0;+1); (v1;+1); (v2;�1)gpor hv+0 ; v+1 ; v�2 i.A �m de introduzir a noção de dimensão de um isosimplexo, será útil de�niro par de funções d+; d� :O ! Z dadas por d+(�) = k e d�(�) = l, se � é umisosimplexo com si > 0 para k + 1 elementos e si < 0 para l + 1 elementos.A dimensão de um isosimplexo � é, por de�nição, igual a d+(�) + d�(�), sed+(�) � 0 e d�(�) � 0, ou igual a �1, caso contrário.De�nida a dimensão de um isosimplexo, podemos aproveitar das seções an-teriores, mutatis mutandis, as de�nições de vértice, aresta, célula, faceta, com-plexo puro, pseudovariede e malha conforme. Conseqüentemente, um vérticeem O tem a forma hv+0 ; v�1 i ou hv�0 ; v+1 i, por exemplo.21



Analogamente ao caso simplicial, podemos também de�nir operadores deface no caso isosimplicial, da seguinte forma: @+i � = !, onde ! é a face ob-tida eliminando-se o i-ésimo elemento positivo de �, e @�i � = !0 é a faceobtida eliminando-se o i-ésimo elemento negativo. Por exemplo, para � =hv+0 ; v+1 ; v�2 ; v+3 ; v�4 i, @+0 � = hv+1 ; v�2 ; v+3 ; v�4 i e @�1 � = hv+0 ; v+1 ; v�2 ; v+3 i. É possí-vel veri�car que as seguintes relações são válidas:@+j @+i (�) = @+i�1@+j (�); para 0 � j < i � d+(�),@�j @�i (�) = @�i�1@�j (�); para 0 � j < i � d�(�) e@�j @+i (�) = @+i @�j (�); para 0 � i � d+(�) e 0 � j � d�(�).O operador índice no caso isosimplicial, por sua vez, é de�nido por�[i0; i1; : : : ; ip]+[k0; k1; : : : ; kq]� := @+j1@+j2 : : : @+j(d+(�)�p)@�l1@�l2 : : : @�l(d�(�)�q)�,onde fj1; j2; : : : ; j(d+(�)�p)g = f0; 1; : : : ; d+(�)g n fi0; i1; : : : ; ipg,com j1 < j2 < : : : < j(d+(�)�p), efl1; l2; : : : ; l(d�(�)�q)g = f0; 1; : : : ; d�(�)g n fk0; k1; : : : ; kqg,com l1 < l2 < : : : < l(d�(�)�q). Para enumerar os vértices de um isosimplexo �,por exemplo, é su�ciente aplicar o operador [i]+[k]� a �, para 0 � i � d+(�) e0 � k � d�(�), totalizando (d+(�) + 1)(d�(�) + 1) vértices.3.2.5 Triangulação de isosimplexosA idéia básica por trás da de�nição de complexo isosimplicial abstrato é capturaras informações de incidência de um dado complexo isosimplicial geométrico O.Uma alternativa seria triangularO, transformando-o em um complexo simplicialTr(O), e a partir daí obter as informações de incidência. Mas essa conversão derepresentações pode ser custosa, portanto devemos efetuá-la somente quandonecessário. A seguir, vamos descrever um procedimento para a triangulação deisosimplexos, cuja validade é demonstrada em [13].Seja � = h(p0; f0); : : : ; (pn; fn)i um isosimplexo geométrico tal que d+(�) = ke d�(�) = l. Seja V = f�[i]+[j]�j0 � i � k e 0 � j � lg,o conjunto de vértices de �, o qual ordenamos lexicogra�camente, isto é,�[i]+[j]� < �[i0]+[j0]� , (i; j) <lex (i0; j0).Considere agora o conjunto L de todos os caminhos monónotonos L =L0L1 : : : Lk+l num reticulado de (k+1)�(l+1) pontos, ou seja, cada Lq = (iq; jq)é tal que L0 = (0; 0), Lk+l = (k; l) e Lq+1 = Lq + (1; 0) ou Lq+1 = Lq + (0; 1).Note que podemos indenti�car cada caminho em L por uma permutação do22



multi-conjunto fk�0; l�1g, onde cada 0 signi�ca um passo �à direita� (incrementoda primeira coordenada) e cada 1, um passo �acima� (incremento da segunda).Assim, L0110 = (0; 0)(1; 0)(1; 1)(1; 2)(2; 2),por exemplo. Essa correspondência mostra claramente que existem (k+l)!k!l! cami-nhos distintos em L.O complexo Tr(�) é de�nido sobre V de modo que exista uma bijeção entreos caminhos de L e as células de Tr(�), bijeção esta que associa o caminho(i0; j0)(i1; j1) : : : (ik+l; jk+l) 2 L à célulah �[i0]+[j0]�; �[i1]+[j1]�; : : : ; �[ik+l]+[jk+l]� i 2 Tr(�).Este complexo Tr(�), então, representa a triangulação canônica do isosimplexo�.
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Figura 3.1: Triangulação canônica do isosimplexo � = hv+0 ; v+1 ; v+2 ; v�0 ; v�1 i.A cada caminho monótono no reticulado corresponde uma célula de Tr(�).Em geral, se O é um complexo isosimplicial, Tr(O) := [�2O Tr(�) é umatriangulação de O. Isso segue da compatibilidade da ordenação dos vérticesentre células adjacentes.Resta um detalhe para obtermos uma descrição completa da triangulaçãoTr(O) de um complexo isosimplicial abstrato O: a orientação que devemosatribuir às células de Tr(O), caso o suporte K de O esteja orientado. A �mde chegar a uma formulação combinatória dessa questão, vamos inicialmenteanalizar esse problema no contexto geométrico.Seja � = h(p0; f0); : : : ; (pm; fm)i um isosimplexo mergulhado no Rm com� = hp0; : : : ; pmi como suporte. As arestas de � são interceptadas por � empontos qij = (1�wij)pi +wijpj ,23



com wij = fifi � fj ,onde i e j são tais que fi e fj têm sinais opostos. Suponha que alguma tri-angulação de � contenha a célula Æ = hqi0j0 ; qi1j1 ; : : : ; qim�1jm�1i. Os vérticesde Æ determinam um hiperplano HÆ, que contém �, cujos pontos satisfazem aequação detHÆ(x) = 0, ondeHÆ(x) = �0BBBB@ 1 1 � � � 1x1 q1i0j0 � � � q1im�1jm�1... ... . . . ...xm qmi0j0 � � � qmim�1jm�1 1CCCCA .Assim, podemos convencionar que Æ tem orientação positiva se os vértices de� com valores positivos estão no semi-espaço positivo determinado pelo planoHÆ, e negativa caso contrário. É su�ciente veri�car isso para um único vértice,pois todos os vértices com valores positivos estão, por construção, num mesmosemi-espaço. Obtemos, portanto, a orientação o dada poro(Æ) = (sgn f0)(sgndetHÆ(p0)). (3.5)Podemos simpli�car a expressão (3.5) notando queHÆ(p0) = �P�DÆ ,onde DÆ = 0BBB@ 1 d00 � � � dm�1;00 d01 � � � dm�1;1... ... . . . ...0 d0;m � � � dm�1;m 1CCCA ,com dkl diferente de zero apenas quando (k; l) = (k; ik) ou (k; l) = (k; jk); nestecaso dk;ik = (1 � wk;ik) e dk;jk = wk;jk . Pelo corolário 20 do capítulo 5, temosque sgndetDÆ = sgndetEÆ ,onde EÆ é de�nida do mesmo modo que DÆ , mas com as entradas positivassubstituídas pelo escalar 1. A matriz EÆ é, portanto, uma espécie de matrizde incidência de Æ, onde as colunas, com exceção da primeira, representam asarestas de � interceptadas por Æ e as linhas representam os vértices de �.Supondo que foi adotada a orientação padrão para �, temos queo(Æ) = (sgn f0)(� sgndetP�)(sgndetDÆ) = �(sgn f0)o(�)(sgndetEÆ).A equação acima envolve apenas dados combinatórios de � e � e por isso serviráde base para a seguinte de�nição de orientação de células de uma triangulaçãode isosimplexos abstratos:o(Æ) := �s(�[0])o(�)(sgndetEÆ). (3.6)24



No caso particular de um simplexo Æ pertencente a triangulação canônicaTr(�) de um isosimplexo � (que, sem perda de generalidade, podemos conside-rar tal que os vértices positivos do suporte precedem os negativos), é possívelencontrar uma expressão simples para o determinante de EÆ . Com efeito, comomencionado anteriormente, a cada simplexo Æ 2 Tr(�) corresponde uma per-mutação A = (a1; a2; : : : ; ak+l) do multi-conjunto fk � 0; l � 1g, de modo que acada matriz EÆ corresponde uma matriz EA. Pela de�nição de EA, temos quea i-ésima linha de EA possui todas as entradas nulas, com exceção da última,onde i = k + 1, caso ak+l seja igual a 0, e i = (k + 1) + (l + 1), caso ak+l sejaigual a 1. Assim, efetuando a expansão de Laplace na i-ésima linha, veri�ca-seque detE(a1;:::;ak+l) = detE(a1;:::;ak+l�1)(�1)sonde s = ((k + 1 + l+ 1) + (k + 1 + l+ 1))[ak+l = 1]+((k + 1 + l+ 1) + k + 1)[ak+l = 0]donde resulta quedetE(a1;:::;ak+l) = detE(a1;:::;ak+l�1)(�1)(l+1)[ak+l=0] =detE(a1;:::;ak+l�1)(�1)(Pi<k+l[ai=1])[ak+l=0](�1)[ak+l=0].Aplicando essa equação recursivamente, conclui-se quedetEA = (�1)inv(A)(�1)k,onde inv(A) denota o número de inversões da permutação A.Para �nalizar esta seção, vamos dar um exemplo completo de triangulaçãode um complexo isosimplicial. Considere o complexo isosimplicial O mostradona �gura 3.2. Ele é composto de duas células� = h(p0;�1); (p1;+3); (p2;�6); (p3;+3)ie�0 = h(p00 ;�3); (p1;+3); (p2;�6); (p3;+3)i,com suportes � = hp0; p1; p2; p3i e �0 = hp00 ; p1; p2; p3i, respectivamente. Osseis vértices qij são obtidos por interpolação linear, ou seja,qij = �fjfi � fj pi + fifi � fj pj ,para os i e j, com i < j tais que fifj < 0. Pela regra da mão direta, o(�) = +1e o(�0) = �1.Abstratamente, substituindo os pontos pi por vértices vi e de�nindo s(vi) =sgn fi, temos que � = hv�0 ; v+1 ; v�2 ; v+3 i, �0 = hv�00 ; v+1 ; v�2 ; v+3 i. Aplicando oalgoritmo de triangulação, obtemos as seguintes células para Tr(O):Æ1 = h�[0]+[0]�; �[1]+[0]�; �[1]+[1]�i = h hv�0 ; v+1 i; hv�0 ; v+3 i; hv�2 ; v+3 i iÆ2 = h�[0]+[0]�; �[0]+[1]�; �[1]+[1]�i = h hv�0 ; v+1 i; hv+1 ; v�2 i; hv�2 ; v+3 i iÆ01 = h�0[0]+[0]�; �0[1]+[0]�; �0[1]+[1]�i = h hv�00 ; v+1 i; hv�00 ; v+3 i; hv�2 ; v+3 i iÆ02 = h�0[0]+[0]�; �0[0]+[1]�; �0[1]+[1]�i = h hv�00 ; v+1 i; hv+1 ; v�2 i; hv�2 ; v+3 i i25
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Figura 3.2: Complexo isosimplicial O.Com respeito à orientação, temos queEÆ1 = EÆ01 = 0BB@ 1 1 1 00 1 0 00 0 0 10 0 1 1 1CCA e EÆ2 = EÆ02 = 0BB@ 1 1 0 00 1 1 00 0 1 10 0 0 1 1CCA .Logo, o(Æ1) = �1, o(Æ2) = +1, o(Æ01) = +1 e o(Æ02) = �1, resultados que sãocoerentes com a geometria exibida na �gura 3.3.
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Figura 3.3: Triangulação Tr(O).3.3 InterfaceVamos descrever agora a interface computacional que utilizamos para operarcom os objetos de�nidos nas seções anteriores. Antes, porém, vamos discorrer26



rapidamente sobre um recurso da linguagem C++ que usamos extensivamentee que, de certa forma, é responsável pela uniformidade da interface com relaçãoa dimensão dos objetos representados.É bem conhecido por todos os usuários da biblioteca STL [34] que a lin-guagem C++ suporta tipos parametrizados. É possível, por exemplo, criarvetores de inteiros (vector<int>) ou vetores de doubles (vector<double>), ondeos tipos int e double funcionam como parâmetros do container vector. Nestecaso, os parâmetros simplesmente determinam o tipo de dado que é armazenadono container. Mas os parâmetros podem ter muitas outras �nalidades, comose pode ver nas bibliotecas Boost [33] e Loki [2].O que talvez não seja bem conhecido é que tipos podem ser parametrizadosnão só por outros tipos, como também por valores. Um exemplo é o containerarray da biblioteca Boost que possui a seguinte de�nição:t emp l a t e<c l a s s T, std : : s i ze_t N>c l a s s array {p u b l i c :T elems [N ] ; // �xed-size array of elements of type T. . .} ;Assim, array<int,10> declara um vetor de inteiros que possui exatamente 10entradas. O valor de N é usado internamente para realizar veri�cação de faixa(range checking). Nossa idéia é usar uma técnica semelhante para parametrizara dimensão de simplexos e malhas.Da mesma forma que iteradores são usados na biblioteca STL para isolaros algoritmos de detalhes da implementação dos containers, empregamos duasfamílias de tipos associados a uma malha T, como pode ser visto na lista-gem 3.1, para este mesmo �m. Ambas famílias são parametrizdas pelo tipoda malha e por um inteiro, da mesma forma que o container array. O tiposimplex_iterator<T,d> representa um iterador para o conjunto de simplexos d-dimensionais de T. Quando um simplex_iterator<T,d> é dereferenciado, o resul-tado é um simplex_descriptor<T,d> que representa um simplexo d-dimensionalde T. Além das operações requeridas nas interfaces exibidas na listagem, é as-sumido que variáveis desses tipos possam ser passadas por valor sem overhead.Outras informações sobre o tipo T, necessárias em tempo de compilação, sãoarmazenados na estrutura sc_traits<T>, entre elas a dimensão e a categoria damalha T, ou seja, se T modela um complexo semi-simplicial, um complexo puro,uma pseudovariedade ou uma multi-triangulação. Daremos mais detalhes sobreisso no próximo capítulo.Para abreviar o código, de�nimos uma série de macros, apresentadas nalistagem 3.2.Vamos agora detalhar a interface de cada conceito. Devemos notar que todosos requisitos a seguir são basicamente operações de acesso imediato, portanto acomplexidade de cada uma dessas operações deve ser constante.A listagem 3.3 resume os requerimentos de um complexo semi-simplicial. Afunção face_op nada mais é que a versão computacional do operador @i, en-27



namespace vg t l {// Dimension typet y p e d e f std : : s i ze_t dim_t ;// Simplex descriptor typet em p l a t e < c l a s s T, dim_t d>s t r u c t s implex_descr iptor {s implex_descr iptor ( ) ;s implex_descr iptor&o p e r a t o r=( c o n s t s implex_descr iptor& s ) ;b o o l o p e r a t o r <( c o n s t s implex_descr iptor& s ) c o n s t ;b o o l o p e r a t o r==(c o n s t s implex_descr iptor& s ) c o n s t ;} ;// Simplex iterator typet em p l a t e < c l a s s T, dim_t d>s t r u c t s imp lex_i te ra to r {s implex_i te ra to r ( ) ;s imp lex_i te ra to r&o p e r a t o r=( c o n s t s imp lex_i te ra to r& s ) ;s imp lex_i te ra to r& o p e r a t o r ++();s implex_descr iptor<T, d> o p e r a t o r � ( ) ;b o o l o p e r a t o r==(c o n s t s imp lex_i te ra to r& i ) c o n s t ;} ;// Simplicial Complex trait classt em p l a t e < c l a s s T>s t r u c t s c_t r a i t s {s t a t i c c o n s t dim_t dim=T : : dim ;s t a t i c c o n s t dim_t split_dim=T : : spl it_dim ;t y p e d e f t ypename T : : sc_category sc_category ;} ;} Listagem 3.1: Tipos associados.
28



#d e f i n e Dim(T) vg t l : : s c_tra i t s<T>: : dim#d e f i n e Simplex (T,N) vg t l : : s implex_descr iptor<T,N>#d e f i n e Vertex (T) Simplex (T, 0 )#d e f i n e Edge (T) Simplex (T, 1 )#d e f i n e Facet (T) Simplex (T,Dim(T)�1)#d e f i n e Ce l l (T) Simplex (T,Dim(T) )#d e f i n e Simplex_it (T,N) vg t l : : s implex_iterator<T,N>#d e f i n e Vertex_it (T) Simplex_it (T, 0 )#d e f i n e Edge_it (T) Simplex_it (T, 1 )#d e f i n e Facet_it (T) Simplex_it (T,Dim(T)�1)#d e f i n e Cel l_i t (T) Simplex_it (T,Dim(T) )#d e f i n e SplitDim (T) vg t l : : s c_tra i t s<T>: : spl it_dim#d e f i n e Spl i tS implex (T) Simplex (T, SplitDim (T) )Listagem 3.2: Macros auxiliares.// SimplicialComplexConceptSimplex (T, k�1)face_op ( c o n s t T& t , Simplex (T, k ) s , i n t i ) ;// (0 < k � Dim(T) )// Retorna @is.v o i d s imp l i c e s ( c o n s t T& t ,Simplex_it (T, k)& sbegin ,Simplex_it (T, k)& send ) ;// Atualiza por referência o par de iteradores// (sbegin, send) para os k-simplexos de T.b o o l empty ( c o n s t T& t , Simplex (T, k ) s ) ;// Testa se s representa um simplexo vazio.Listagem 3.3: Conceito de Complexo Simplicial.quanto a função simplices retorna iteradores para os simplexos. A função emptyapenas testa se um descritor de simplexo representa um simplexo vazio. Comoisso é feito é uma questão de implementação, mas, tipicamente, um descritoré representado internamente por um ponteiro ou por um índice inteiro. Sendoassim, é razoável que um simplexo vazio seja representado por um ponteiro nuloou por um índice inválido, respectivamente.Com esses requerimentos, já é possível especi�car algoritmos que recuperamas relações de incidência em um complexo. Um primeiro passo é sobrecarregar afunção face_op, a �m de permitir o acesso as faces de qualquer dimensão, comose vê na listagem 3.4.O algoritmo para teste de pertinência exibido na listagem 3.5 simplesmentepercorre todas as combinações válidas de trás para frente até encontrar umaface do simplexo sg que seja igual a ss. Note como a dimensão dos simplexos éusada em tempo de compilação para o tratamento de casos especí�cos.29



t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , dim_t l>Simplex (T, k�l )face_op ( c o n s t T& t ,Simplex (T, k ) s ,c o n s t array<dim_t , l>& a ) {c o n s t array<dim_t , l�1>& b=r e i n t e r p r e t _ c a s t <c o n s t array<dim_t , l�1>&>(a [ 1 ] ) ;r e t u r n face_op ( t , face_op_ ( t , s , b ) , a [ 0 ] ) ;}t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>Simplex (T, k�1)face_op ( c o n s t T& t ,Simplex (T, k ) s ,c o n s t array<dim_t,1>& a ) {r e t u r n face_op ( t , s , a [ 0 ] ) ;} Listagem 3.4: Composição de operadores de face.t em p l a t e <dim_t k , dim_t l , c l a s s T>t ypename enable_i f<greater_c<k , l >, boo l >:: typein ( c o n s t T& t ,Simplex (T, k ) sg ,Simplex (T, l ) s s ) {array< i n t , k�l> v ;f o r ( i n t i =( l +1); i <(k+1); ++i ) v [ i�l�1]= i ;do {i f ( face_op ( t , sg , v)==ss ) r e t u r n t r u e ;} w h i l e ( prev_combination (k+1,v . begin ( ) , v . end ( ) ) ) ;r e t u r n f a l s e ;}t em p l a t e <dim_t k , dim_t l , c l a s s T>t ypename enable_i f<les ser_c<k , l >, boo l >:: typein ( c o n s t T& t ,Simplex (T, k ) sg ,Simplex (T, l ) s s ) {r e t u r n f a l s e ;}t em p l a t e <dim_t k , dim_t l , c l a s s T>t ypename enable_i f<equal_c<k , l >, boo l >:: typein ( c o n s t T& t ,Simplex (T, k ) sg ,Simplex (T, l ) s s ) {r e t u r n sg==ss ;} Listagem 3.5: Incidência.30



// PureSimplicialComplexConcept// Re�na SimplicialComplexConceptSimplex (T, k+1)up_simplex ( c o n s t T& t , Simplex (T, k ) s ) ;// (0 � k < Dim(T) )// Retorna um k + 1-simplexo u, tal que @iu = s, para// algum i.b o o l i s_current ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c ) ;// Testa se c pertence a triangulação corrente.Listagem 3.6: Conceito de Complexo Simplicial Puro.t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>t ypename d i sab l e_ i f <ce l l_c<T, k>,Ce l l (T) >: : typetop_ce l l ( c o n s t T& t , Simplex (T, k ) s ) {r e t u r n top_ce l l ( t , up_simplex ( t , s ) ) ;}t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>t ypename enable_i f<ce l l_c<T, k>,Ce l l (T) >: : typetop_ce l l ( c o n s t T& t , Simplex (T, k ) s ) {r e t u r n s ;} Listagem 3.7: Top cell.A interface para complexos puros, listagem 3.6, adiciona dois novos requisi-tos. A função up_simplex(t,s) retorna um simplexo u tal que @iu = s. Aplicandorecursivamente essa função, obtemos o algoritmo top_cell, listado em 3.7. Notecomo a informação da dimensão é usada para parar a recursão. Já a funçãois_current testa se uma célula pertence a malha corrente, conceito útil em vá-rias situações.O conceito de Pseudovariedade, exibido na listagem 3.8, re�na o de complexopuro, basicamente com a introdução do requisito cells (t , f ), que retorna o parde células incidentes à faceta f. Se a faceta f é incidente a apenas uma célula, ouseja, se f é uma faceta de bordo, convecionamos que os dois componentes do parsão iguais a célula incidente. A função orientation(t ,c) retorna a orientação dacélula c e as funções mark e mark_set são úteis em algoritmos de percorrimentodo grafo de vizinhança de uma pseudovariedade. Para tornar o código de taisalgoritmos mais legível, de�nimos algumas funções auxiliares, constantes dalistagem 3.9.Outra operação bastante comum em uma pseudovariedade é a que retornapara cada célula �, a célula adji �, isto é, a única célula da triangulação quecompartilha a faceta @i� com �. O algoritmo que implementa essa operaçãoaparece na listagem 3.10. 31



// PseudomanifoldConcept// Re�na PureSimplicialComplexConceptpair<Ce l l (T) , Ce l l (T)>c e l l s ( c o n s t T& t , Facet (T) f ) ;// Retorna as células incidentes a f. Se f é uma faceta// de bordo, (c1,c2)=cells(t,f) ) c1==c2.i n t o r i e n t a t i o n ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c ) ;// Retorna a orientação de c.enum mark_type {white_mark , black_mark , gray_mark } ;mark_type mark ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c ) ;// Retorna a cor da célula cv o i d mark_set ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c , mark_type m) ;// Atribui a cor m à célula cListagem 3.8: Conceito de Pseudovariedade.t em p l a t e < c l a s s T>v o i d v i s i t ( c o n s t T& t , Ce l l (T) ce ) {mark_set ( t , ce , black_mark ) ;}t em p l a t e < c l a s s T>v o i d unv i s i t ( c o n s t T& t , Ce l l (T) ce ) {mark_set ( t , ce , white_mark ) ;}t em p l a t e < c l a s s T>b o o l v i s i t e d ( c o n s t T& t , Ce l l (T) ce ) {r e t u r n (mark ( t , ce )!=white_mark ) ;} Listagem 3.9: Visit.t em p l a t e < c l a s s T>Ce l l (T) adjacent ( c o n s t T& t , Ce l l (T) ce , Facet (T) f ) {pair<Ce l l (T) , Ce l l (T)> ces=c e l l s ( t , f ) ;i f ( ce s . f i r s t==ce ) r e t u r n ce s . second ;e l s e r e t u r n ce s . f i r s t ;}t em p l a t e < c l a s s T>Ce l l (T) adjacent ( c o n s t T& t , Ce l l (T) ce , i n t i ) {r e t u r n adjacent ( t , ce , face_op ( t , ce , i ) ) ;} Listagem 3.10: Adjacent.32



t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , c l a s s Output>t ypename d i sab l e_ i f <facet_or_cel l_c<T, k>, v o i d >:: types t a r ( c o n s t T& t , Simplex (T, k ) s , Output o ) {queue<Ce l l (T)> s t ;queue<Ce l l (T)> to_v i s i t ;t o_v i s i t . push ( top_ce l l ( t , s ) ) ;w h i l e ( ! t o_v i s i t . empty ( ) ) {Ce l l (T) c=to_v i s i t . f r on t ( ) ;t o_v i s i t . pop ( ) ;i f ( ! v i s i t e d ( t , c ) ) {s t . push ( c ) ;v i s i t ( t , c ) ;f o r ( i n t i =0; i<=Dim(T);++ i ) {Facet (T) f=face_op ( t , c , i ) ;Ce l l (T) ca=adjacent ( t , c , f ) ;i f ( ( ! v i s i t e d ( t , ca))&&in ( t , f , s ) ) t o_v i s i t . push ( ca ) ;}}}w h i l e ( ! s t . empty ( ) ) {Ce l l (T) c=s t . f r on t ( ) ;s t . pop ( ) ;unv i s i t ( t , c ) ;�o=c ; ++o ;}} Listagem 3.11: Estrela.Um exemplo mais complexo de algoritmo que faz sentido em pseudovarieda-des, mais precisamente em malhas conformes, é o que recupera a estrela de umdado simplexo (listagem 3.11). Dado um simplexo s, o algoritmo star executauma busca em largura no grafo G(st(s; t)). O fato deste grafo ser conexo garanteque o algoritmo retorna todas as células incidentes a s.Por �m, os atributos geométricos básicos dos complexos simplicias e isosim-pliciais podem ser acessados através da interface exibida na listagem 3.12.Além dos algoritmos já descritos, implementamos muitos outros, inclusivealgoritmos para criação e alteração de malhas, em particular um algoritmo gené-rico para triangulação de complexos isosimpliciais. Tais algoritmos necessitamque o tipo T implemente outras funções que são responsáveis pela criação de ele-mentos e pela atualização de dados. A descrição destes requisitos tomaria muitotempo, mas não há nenhum segredo. Quem estiver interessado pode consultara documentação especí�ca da biblioteca.Por �m, vamos descrever brevemente como criar uma estrutura vc parame-trizável pela dimensão e que implemente todos os requisitos acima. A idéiabásica está descrita na listagem 3.13. Quando o tipo bs<T,k> (o nome vem debasic simplex ) vai ser instanciado, uma série de testes envolvendo k e Dim(T)é efetuada em tempo de compilação, a �m de determinar que campos estarão33



// Geometrical Requirementspoint<Dim(T) , doub l e>eucl idean_point ( c o n s t T& t , Vertex (T) v ) ;// Retorna as coordenadas do vértice v.i n t s i g n a l ( c o n s t T& t , Vertex (T) v ) ;// Retorna o signal associado ao vértice v.d o u b l e sca la r_va lue ( c o n s t T& t , Vertex (T) v ) ;// Retorna o valor escalar associado ao vértice v.Listagem 3.12: Requisitos geométricos.presentes. Por exemplo, suponha que Dim(T)==3 e k==2. Como k é diferentede 0, bs<T,2> contém o campo fop; como k é igual a Dim(T)�1, bs<T,2> contémo campo cov. Em resumo, bs<T,2> tem a seguinte forma:s t r u c t bs<T, 2 , Data> : Data<2> {Simplex (T, 1 ) fop [ 3 ] ;Simplex (T, 3 ) cov [ 2 ] ;} ;Ou seja, um bs<T,2> contém referências para suas três arestas e para as duascélulas incidentes, além dos atributos presentes na estrutura Data<2>.A classe vc pode agora ser de�nida de modo a conter uma seqüência devetores de simplexos (listagem 3.14). Quando a classe vc<d> vai ser instanci-ada, recursivamente são instanciadas as classes vc_rep, que contêm vetores desimplexos básicos. Para d==3, obtemos a seguinte estrutura:s t r u c t vc<3,Data> : Data<4> {vector<bs<vc<3,Data> ,3 ,Data> > vc_rep <3 ,3 ,Data >: : a ;vector<bs<vc<3,Data> ,2 ,Data> > vc_rep <2 ,3 ,Data >: : a ;vector<bs<vc<3,Data> ,1 ,Data> > vc_rep <1 ,3 ,Data >: : a ;vector<bs<vc<3,Data> ,0 ,Data> > vc_rep <0 ,3 ,Data >: : a ;} ;Neste caso, utilizamos o containter vector para armazenar os simplexos, maspoderíamos ter usado qualquer outro. O container list , por exemplo, seriamais interessante caso a aplicação de interesse envolvesse deleções de simplexos.Ou seja, a escolha do container depende da aplicação, o que importa é dar aousuário liberdade de escolha, mantendo a interface básica.3.4 ConclusãoEmbora tenhamos adotado uma ordem lógica para a apresentação do conteúdodeste capítulo, na qual percorremos o caminho que desce dos conceitos mate-máticos abstratos para o concreto mundo dos algoritmos e estruturas de dados,temos que admitir que na realidade o caminho aconteceu quase inteiramente nosentido contrário. A motivação inicial era a implementação de uma aplicação34



t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t bs_faces {Simplex (T, k�1) fop [ k+1] ;} ;t em p l a t e < c l a s s T>s t r u c t bs_faces<T,0> {} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , b o o l t=(k<(Dim(T)�1))>s t r u c t bs_up {Simplex (T, k+1) up ;} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t bs_up<T, k , f a l s e > {} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , b o o l t=(k!=Dim(T))>s t r u c t bs_ce l l {} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t bs_cel l<T, k , f a l s e > {b o o l cur : 1 ;b o o l o r i : 1 ;mark_type mk : 2 ;s h o r t l v l : 16 ;bs_ce l l ( ) : cur ( t r u e ) , mk(white_mark ) ,o r i ( f a l s e ) , l v l ( 0 ) {}} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , b o o l t=(k !=(Dim(T)�1))>s t r u c t bs_facet {} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t bs_facet<T, k , f a l s e > {Ce l l (T) cov [ 2 ] ;bs_facet ( ) {} ;} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k ,t em p l a t e <dim_t> c l a s s Data=extra_data>s t r u c t bs : Data<k>, bs_faces<T, k>,bs_cel l<T, k>, bs_facet<T, k>, bs_up<T, k> {} ; Listagem 3.13: Implementação.35



t em p l a t e <dim_t d ,t em p l a t e <dim_t> c l a s s Data>s t r u c t vc ;t em p l a t e <dim_t k , dim_t d ,t em p l a t e <dim_t> c l a s s Data>s t r u c t vc_rep : vc_rep <k�1,d , Data> {vector<bs<vc<d , Data>,k , Data> > a ;} ;t em p l a t e <dim_t d ,t em p l a t e <dim_t> c l a s s Data>s t r u c t vc_rep<0,d , Data> {vector<bs<vc<d , Data> ,0 ,Data> > a ;} ;t em p l a t e <dim_t d ,t em p l a t e <dim_t> c l a s s Data=extra_data>s t r u c t vc : vc_rep<d , d , Data>, Data<d+1> {} ; Listagem 3.14: Implementação.para visualização de malhas de tetraedros. Duas in�uências guiaram a imple-mentação: de uma parte, a biblioteca STL nos fez pensar em uma malha comoum conjunto de containers no qual são armazenados os atributos dos simplexos;da outra parte, a maneira como a biblioteca Graph Boost relaciona as arestase vértices de um grafo por meio de uma interface funcional, nos inspirou a fazero mesmo para os simplexos da malha. Foi pesquisando a maneira correta defazer isso que descobrimos na literatura o conceito de complexo semi-simplicial,que se encaixou como uma luva. Com um pouco mais de intimidade com astécnicas da programação genérica, chegamos a estrutura de dados exibida nalistagem 3.13, que é a base para a implementação de complexos semi-simpliciaisn-dimensionais.A inspiração para o conceito de complexo isosimplicial veio do trabalho deTaubin e Ronfard sobreModelos Implícitos Simpliciais [35]. Nós apenas enfa-tizamos a semelhança formal entre complexos simpliciais e complexos isosimpli-ciais, além de dar um tratamento mais abstrato. Já o algoritmo de triangulaçãode complexos isosimpliciais foi programado inicialmente com uma construçãorecursiva mas, posteriormente, na tentativa de justi�car esta construção, desco-brimos em [13] a construção baseada em reticulados.Entre os trabalhos anteriores sobre modelagem baseada em complexos sim-pliciais em dimensão arbitrária destacamos [28]. Diferentemente da nossa abor-dagem, entretanto, a estrutura de dados apresentada nesse artigo não codi�catodas relações de incidência, mas somente as relações de adjacência entre células.Fora do mundo simplicial, existem muitas estruturas de dados para a mo-delagem de objetos topológicos, dentre as quais citamos a cell-tuple de Brisson36



[5] e os G-Maps de Lienhardt [17]. Seria interessante, em um trabalho futuro,aplicar algumas técnicas de programação genérica que utilizamos aqui a estasestruturas de dados.A principal objeção com respeito a utilização de complexos simpliciais paraa representação de objetos topológicos reside em sua �verbosidade�, ou seja, umgrande número de simplexos é necessário para se representar certos objetos,mesmo em casos bem simples. Isso justi�ca a existência das várias estruturasde dados para complexos não simpliciais. Enquanto não seja possível refutarcompletamente essa objeção, pretendemos mostrar que, no caso de complexosisosimpliciais, este problema pode ser amenizado com a introdução de �defor-mações� associadas ao suporte de cada isosimplexo, dando origem ao conceitode complexo isosimplicial curvilinear. Mas antes de tratar deste assunto, vamosdiscutir no próximo capítulo duas razões que explicam por que os complexossimpliciais são ainda bastante usados, apesar de todas as objeções: subdivisãoe multirresolução.

37



Capítulo 4Esquemas de Subdivisão EstelarFreqüentemente, seja no estudo das propriedades topológicas das malhas, sejaem aplicações, é necessário aplicar modi�cações nas malhas que diminuam ouaumentem sua complexidade, isto é, a quantidade total de simplexos, mas quenão alterem determinadas propriedades. Um exemplo de tais modi�cações sãoas operações estelares. De fato, muitos dos conceitos da topologia combinatóriaestão fundamentados nas operações estelares [16]. Seja K um complexo sobre oconjunto de vértices V , K 0 um complexo sobre V 0 = V [fvg e � um simplexo deK. A operação que transforma K em K 0, removendo st(�;K) e substituindo-opor v?@�?link(�;K), onde @� denota o bordo de �, ou seja, o complexo formadopelas faces próprias de �, é denominada subdivisão estelar e é denotada porK 0 = K(�; v). A operação inversa (�; v)�1 que transforma K 0 em K é chamadafusão estelar. Estas operações estão representadas na �gura 4.1.Vejamos rapidamente como operações estelares são utilizadas em topologiacombinatória. Dois complexos são estelar equivalentes se estão relacionadospor uma seqüência de operações e stelares. Uma n-bola estelar é um complexoestelar equivalente a um n-simplexo e uma n-esfera estelar é um complexo es-telar equivalente ao bordo de um (n+1)-simplexo. Um complexo simplicial Mé uma variedade estelar n-dimensional se para cada vértice v 2M , link(v;M)é uma (n � 1)-esfera estelar ou uma (n � 1)-bola estelar. Um resultado básicoda teoria estelar, o teorema de Newman, a�rma que se existe um homeomor-�smo linear por partes entre dois complexos simpliciais, então eles são estelarequivalentes, e vice-versa, estabelecendo assim uma correpondência entre a te-oria estelar (mais combinatória) e a linear por partes (mais geométrica), a qualpermite o trânsito entre essas duas abordagens, de acordo com a conveniência.Conseqüentemente, o conceito de variedades estelar é essencialmente equivalenteao conceito de variedade linear por partes.É possível mostrar também que as propriedades topológicas de um complexoK são preservadas por operações estelares. Em particular, se K é uma malhaconforme, K 0 também o é.Esse foi um pequeno resumo da teoria estelar. O nosso objetivo, entretanto,é mais prático que teórico. Queremos de�nir esquemas de subdivisão combi-natórios, ou seja, métodos �automáticos� de se propagar subdivisões em uma38



(a) Subdivisão em uma aresta
(b) Subdivisão em uma faceta(c) Subdivisão em uma célulaFigura 4.1: Operações estelares aplicadas em faces de um tetraedro. (!) indicasubdivisão e ( ), fusão.malha que se baseiem apenas em seus dados combinatórios. A idéia é usar aordem parcial de�nida no conjunto de vértices da malha para guiar o processode subdivisão. Para tanto, faz-se necessário, primeiramente, compatibilizar oitem 3 da de�nição de complexo simplicial abstrato (de�nição 3) com a notaçãopara subdivisão estelar, o que faremos na próxima seção.4.1 Subdivisões estelares ordenadasCom relação a notação empregada para representar subdivisões estelares, aindaque esteja implícito que a ordem parcial entre os elementos de V 0 distintos dev seja a mesma que está presente entre os elementos de V , não �ca claro comoo elemento adicionado v compara-se aos demais. Para resolver esta questão,vamos escrever K 0 = K(Æ; v)i quando for necessário explicitar que a ordem doselementos em V 0 é tal que v é o i-ésimo elemento em cada uma das células dest(v;K 0). Essa operação é denominada subdivisão estelar ordenada.Vamos considerar o efeito de uma subdivisão estelar ordenada sobre o com-plexo K gerado por uma única célula m-dimensional �. Seja Æ uma face n-dimensional de � tal que �[j0; j1; : : : ; jn] = Æ.Da de�nição de subdivisão estelar, segue que o complexo K 0 = K(Æ; v)l consiste39



de n+ 1 células c0�; c1�; : : : ; cn�;que denominamos células �lhas da célula �, uma vez que cada face de dimensãon� 1 de @Æ dá origem a uma célula de K 0. Como v ocupa a posição l em todosas células ci� e cada faceta @jk� pertence a um único ci�, podemos de�nir ascélulas �lhas de tal modo que a relação@lci� = @jn�i�seja satisfeita.A orientação das células �lhas resulta dessa relação, uma vez que, para aorientação ser consistente, é necessário queo(ci�)(�1)l = o(�)(�1)jn�i .Assim podemos de�nir o(ci�) := o(�)(�1)l+jn�i .Antes de prosseguir, vamos a um exemplo concreto. Considere o complexoK = hv0; v1; v2; v3i+ hv1; v2; v3; v4i,composto de duas células �1 = hv0; v1; v2; v3i e �2 = hv1; v2; v3; v4i. Vamoscalcular o complexo K 0 = K(Æ; v)2, com Æ = hv1; v3i. Temos que�1[1; 3] = Æ e �2[0; 2] = Æ,portanto c0�1 = hv0; v1; v; v2i c1�1 = hv0; v2; v; v3ic0�2 = hv1; v2; v; v4i c1�2 = hv2; v3; v; v4ie o(c0�1) = (�1)2+3 = �1 o(c1�1) = (�1)2+1 = �1o(c0�2) = (�1)2+2 = +1 o(c1�2) = (�1)2+0 = +1 ,logo K 0 = �hv0; v1; v; v2i � hv0; v2; v; v3i+ hv1; v2; v; v4i+ hv2; v3; v; v4i,resultado coerente com a �gura 4.2.Da discussão acima resulta que uma seqüência de operações de subdivisão� = (Æ1; v1)l1(Æ2; v2)l2 : : : (Æq; vq)lq sobre uma malha inicial K, impõe uma hie-rarquia entre as células dos complexos intermediários, hierarquia que relacionaas células subdivididas com suas �lhas. Podemos assim associar a uma ma-lha inicial K e a uma seqüência de subdivisões � , uma função nível level(�)que mede a profundidade de � na hierarquia. A função level deve claramentesatisfazer as propriedadeslevel(�) = 0, � 2 K e level(ci�) = level(�) + 1.40
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Figura 4.2: Representação grá�ca da operação K 0 = K(Æ; v)2.Se � é tal que level(�) > 0, então existe uma única célula p(�) tal quecip(�) = �, para algum i, a qual denominamos célula pai de �. Se level(�) = 0,vamos convencionar que p(�) = ;.Da mesma forma, level(�) > 0 implica que existe um único vértice weld(�) 2� tal que weld(�) =2 p(�). O vértice weld(�) é denomidado vértice de fusão de�, pois se quisermos desfazer a operação que subdividiu �, este é o vértice quedeve ser removido da malha. Também vamos convencionar que weld(�) = ;, selevel(�) = 0.Agora estamos prontos para de�nir os esquemas de subdivisão estelar.4.2 Esquemas de Subdivisão EstelarUm esquema de subdivisão estelar é composto de dois ingredientes: um conjuntode invariantes combinatórios I e um algoritmo de subdivisão Subdivide.Dada uma malha conforme K satisfazendo a I , possivelmente obtida a partirde uma seqüência de subdivisões � , e uma célula � 2 K, Subdivide(K,�)efetua uma seqüência de subdivisões estelares (Æ1; v1)l1(Æ2; v2)l2 : : : (Æq; vq)lq emK, onde somente Æq é face de �, a chamada face de subdivisão de �, de talmodo que a malha resultanteK 0 = K(Æ1; v1)l1(Æ2; v2)l2 : : : (Æq; vq)lq ,bem como cada uma das malhas intermediárias, também satisfaça a I. Emresumo, o algoritmo Subdivide, a �m de manter certas propriedades da malhainvariantes, propaga uma seqüência de subdivisões antes de subdividir �.Como o próprio nome indica, o conjunto de invariantes I deve referir-seapenas a dados combinatórios da malha, tais como a ordem parcial entre osvértices e as relações de adjacência e de hierarquia entre as células. O conjuntoI também pode conter relações entre �rótulos� ou �cores� associadas as células,desde que existam regras de�nidas sobre como tais objetos se comportam comrespeito à subdivisão estelar.Um exemplo típico de invariante é o que estabelece que células adjacentesdiferem em um nível no máximo, isto é,@i� = @j! ) j level(�)� level(!)j � 1. (OneLevel)Esse invariante é importante pois assegura que atributos físicos ou geométricosassociados as células variam �suavemente� na malha.41



É óbvio que quanto mais �frouxos� forem os invariantes, mais livres estarão osalgoritmos para efetuarem subdivisões. Inversamente, invariantes rígidos impõerestrições quanto a seqüência de subdivisões aplicadas à malha que, em últimaanálise, resultam em malhas dotadas de regularidade e simetria.Vamos examinar algumas restrições desejáveis aos algoritmos de subdivi-são. Dizemos que Subdivide é consistente se existe uma função split de�nidana malha que associa a cada célula �0 uma face split(�0) < �0 tal que, paraqualquer subdivisão K 0(Æ; v) que venha a ser efetuada durante a execução deSubdivide(K;�), �0 2 st(Æ;K 0)) split(�0) = Æ,ou seja, todas as células a serem subdivididas em uma mesma operação estelarconcordam sobre a face de subdivisão. Graças a essa propriedade, é possívelprojetar um algoritmo de fusão genérico Weld(K; v) que remove v de K,desfazendo aquelas operações subseqüentes a que inseriu v na malha e que de-pendem de v.Um algoritmo consistente é alternante se weld(�) 62 split(�) para toda célula�. Isso signi�ca que faces recém criadas não podem ser faces de subdivisão,forçando a propagação da subdivisão para fora da estrela de split(�).Com relação a hierarquia entre as células, dizemos que um algoritmo desubdivisão é balanceado se, em qualquer subdivisão K 0(Æ; v) que venha a serefetuada durante a execução de Subdivide(K;�),�0; �00 2 st(Æ;K 0)) level(�0) = level(�00),isto é, todas as células a serem subdivididas estão no mesmo nível hierárquico.Se interpretarmos que a função level(�) mede a qualidade da aproximação deatributos geométricos associados as células, veri�camos que a propriedade acimaestá relacionada a homogeneidade dos atributos calculados durante a propagaçãoda subdivisão.Finalmente, um algoritmo de subdivisão é baseado em n-simplexo se adimensão da face de subdivisão é igual a n. A seguir, vamos examinar doisesquemas de subdivisão estelar, cujos algoritmos de subdivisão possuem as pro-priedades acima, ou seja, são consistentes, alternantes e balanceados, sendo queum deles, o esquema de Mitchell [24], é baseado em faceta e o outro, o esquemade Maubach [20], baseado em aresta. O esquema de Mitchell é mais fácil de seentender, enquanto o de Maubach é mais sutil. Por isso adotaremos a estratégiade descrever o esquema de Mitchell com mais detalhe do que o necessário, a�m de identi�car exatamente as etapas críticas da demonstração da correção doesquema, aproveitando em seguida a mesma estrutura dedutiva para o caso doesquema de Maubach.4.2.1 Esquema de MitchellA idéia básica do esquema de Mitchell é �divida sempre a face oposta ao `pri-meiro' vértice�. Reinterpretada em termos de invariantes da malha, essa idéiaresulta na seguinte de�nição: 42



1 t em p l a t e < c l a s s T>2 v o i d3 mitche l l_subdiv ide (T& t , Ce l l (T) c ) {4 Ce l l (T) ca=adjacent ( t , c , 0 ) ;5 i f ( l e v e l ( t , ca)< l e v e l ( t , c ) ) mitche l l_subdiv ide ( t , ca ) ;6 m i t che l l_ f a c e t_sp l i t ( t , face_op ( t , c , 0 ) ) ;7 } Listagem 4.1: Algoritmo de MitchellDe�nição 8. Uma malha m-dimensional K satisfaz os invariantes de Mitchellse, além da propriedade expressa em (OneLevel), para quaisquer célulasadjacentes � e !, com @i� = @j!, valem as seguintes propriedades:level(�) = level(!)) 8<: i = 0 = joui 6= 0 6= j (MitchellA)level(�) = level(!) + 1) i = 0 6= j (MitchellB)Essas condições possuem uma signi�cado bem simples. Se de�nirmossplit(�) := @0� = �[1; 2; : : : ;m],vemos que a primeira condição diz que para duas células � e ! adjacentes demesmo nível, ou split(�) = split(!), ou split(�) 62 ! e split(!) 62 �. Já asegunda condição diz, como veremos abaixo, que se a célula de menor nível !for subdividida em split(!), uma de suas células �lhas compartilhará a face desubdivisão com �.É fácil dar exemplos de malhas que satisfazem os invariantes de Mitchell.De fato, dada uma malha K qualquer, é possível efetuar um número �nito desubdivisões estelares em K, de modo a obter uma malha K 0 que satisfaça osinvariantes de Mitchell. Basta, por exemplo, aplicar a operação (�; v�)0 a todasas células � 2 K e colocar level(�0) = 0, para todas as células �0 da malharesultante K 0. Mas, dependendo da malha K, pode-se obter o mesmo efeitocom menos subdivisões.O algoritmo de subdivisão que explora esses invariantes está descrito nalistagem 4.1. A idéia é propagar subdivisões da forma (split(�); v)0 mantendoos invariantes. A seguir, vamos provar três lemas que serão necessários nademonstração da correção do algoritmo 4.1.Lema 1. Seja K uma malha que satisfaz os invariantes de Mitchell e �; ! 2 Kduas células adjacentes com @i� = @j!. Então� level(!) � level(�) , se i = 0level(!) � level(�) , se i 6= 0 :43



Demonstração. Se level(!) > level(�), então, por (OneLevel), level(!) =level(�) + 1. Segue de (MitchellB) que i 6= 0, o que prova o primeiro caso.Se level(!) < level(�), então, por (OneLevel), level(�) = level(!) + 1. Segue de(MitchellB) que i = 0, o que prova o segundo caso.Lema 2. Seja K uma malha composta de uma única célula m-dimensional! e K 0 = K(w[1; 2; : : : ;m]; v)0. Então as células ci! de K 0, i = 0; : : : ;m �1, satisfazem as relações @m�ici! = @m�ici+1!, para i = 0; : : : ;m � 2, e@mcm�1! = @2c0!.Demonstração. Seja w = hx; v1; v2; : : : ; vm�2; vm�1; vmi. Aplicando a opera-ção (w[1; 2; : : : ;m]; v)0, obtemos as seguintes células e relações em K 0:c0! = hv; x; v1; v2; : : : ; vm�2; vm�1ic1! = hv; x; v1; v2; : : : ; vm�2; vmi @mc0w = @mc1wc2! = hv; x; v1; v2; : : : ; vm�1; vmi @m�1c1w = @m�1c2w... ...cm�2! = hv; x; v1; v3; : : : ; vm�1; vmi @2cm�2w = @2cm�1wcm�1! = hv; x; v2; v3; : : : ; vm�1; vmi @mcm�1w = @2c0we o resultado segue, pois nenhuma outra relação de adjacência é possível.Lema 3. Seja K uma malha composta de duas células m-dimensionais ad-jacentes � e !, com @i� = @j!, tais que0 � level(�)� level(!) � 1.Então, se K satisfaz os invariantes de Mitchell, K 0 = K(w[1; 2; : : : ;m]; v)0também os satisfaz.Demonstração. São três os casos possíveis:1. level(�) = level(!) e i = 0 = jAmbas células são divididas, dando origem às células ck� e ck!, todas commesmo nível, que, pelo lema anterior, satisfazem as relações @m�kck! =@m�kck+1!, @m�kck� = @m�kck+1�, para k = 0; : : : ;m � 2, @mcm�1! =@2c0!, @mcm�1� = @2c0�. Além dessas relações, claramente temos que@1ck� = @1ck!, para k = 0; : : : ;m � 1. Todas essas relações satisfazem a(MitchellA).2. level(�) = level(!) e i 6= 0 6= j! é dividida, dando origem às células ck!, que, pelo lema anterior, sa-tisfazem as relações @m�kck! = @m�kck+1!, , para k = 0; : : : ;m � 2e @mcm�1! = @2c0!, que satisfazem (MitchellA). Temos também que@i� = @0cm�j!, que satisfaz a (MitchellB).3. level(�) = level(!) + 1 e i = 0 6= j! é dividida, dando origem às células ck!, que, pelo lema anterior, sa-tisfazem as relações @m�kck! = @m�kck+1!, , para k = 0; : : : ;m � 2e @mcm�1! = @2c0!, que satisfazem (MitchellA). Temos também que@i� = @0cm�j!, que satisfaz a (MitchellA).44



Em todos os casos, K 0 satisfaz os invariantes de Mitchell.Recapitulando, o lema 1 diz basicamente que, para cada célula � em umamalha Mitchell, existe no máximo uma célula adjacente de nível menor do que�, justamente a célula adj0 �. O lema 2 diz que as células �lhas de uma célula �satisfazem os invariantes de Mitchell após uma subdivisão. Finalmente, o lema3, mostra que a invariância persiste depois de uma subdivisão, no caso de duascélulas adjacentes. Como os invariantes de Mitchell estão descritos em termosde pares de células adjacentes, podemos usar esses resultados para provar queo algoritmo de Mitchell funciona corretamente.Teorema 4. Sejam K uma malha m-dimensional que satisfaz os invariantesde Mitchell e � uma célula de K. Então a malha K 0 resultante da aplicaçãodo algoritmo (4.1) a (K;�) também satisfaz os invariantes de Mitchell.Além disso, o algoritmo é consistente, alternante e balanceado.Demonstração. Por indução no nível de �. Seja l o menor valor assumido pelafunção level em K. Se level(�) = l, segue do lema 1 que level(!) = l, com! = adj0 �. Portanto, a recursão na linha 5 não é efetuada. De (MitchellA)resulta que @0� = @0!, ou seja, split(�) = split(!). Aplicando o lema 3 a todosos pares de células adjacentes (�0; !0), com !0 2 st(split(�);K), temos que asubdivisão efetuada na linha 6 resulta em uma malha K 0 que satisfaz a tese. Selevel(�) > l, podemos utilizar o lema 1 e a hipótese de indução na linha 5 pararecair a um caso semelhante ao inicial.4.2.2 Esquema de MaubachO esquema de Maubach se originou do estudo da processo de subdivisão da tri-angulação canônica (também conhecida como Coxeter-Freudenthal-Kuhn [12])de um cubo �pela maior aresta� (�gura 4.3). A idéia é codi�car a maior arestacombinatorialmente.De�nição 9. Uma malha m-dimensional K satisfaz os invariantes de Maubachse, além da propriedade expressa em (OneLevel), para quaisquer célulasadjacentes � e !, com @i� = @j! e de�nindo type(�) := m � (level(�)mod m), valem as seguintes propriedades:level(�) = level(!)) 8<: i = joufi; jg = f0; type(!)g (MaubachA)level(�) = level(!) + 1) i = type(!) e j 2 f0; type(!)g (MaubachB)Analogamente ao esquema de Mitchell, a interpretação dessas condições estárelacionada ao compartilhamento das faces de subdivisão, no caso arestas desubdivisão, entre células adjacentes. Se de�nirmossplit(�) := �[0; type(�)],45



Figura 4.3: Propagação da subdivisão segundo a �maior aresta�.vemos que a primeira condição diz que para duas células � e ! adjacentes demesmo nível, ou split(�) = split(!), ou split(�) 62 ! e split(!) 62 �. Com efeito,se split(�) é aresta de !, então @i� = @j! com i 62 f0; type(�)g. Portanto, dacondição (MaubachA), resulta que i = j, já que type(�) = type(!). Assim, � e! são duas células que diferem apenas no i-ésimo vértice, com i 62 f0; type(!)g,logo split(�) = split(!). Já a segunda condição diz, como veremos abaixo, quese a célula de menor nível ! for subdividida em split(!), uma de suas células�lhas compartilhará a face de subdivisão com �.Como exemplo de malhas que satisfazem os invariantes de Maubach, temoso seguinte resultado, cuja demonstração postergaremos para o �nal desta seção:a triangulação canônica de um produto cartesiano de um número arbitrário desimplexos satisfaz os invariantes de Maubach.Dada uma malham-dimensionalK qualquer, é possível, de maneira análogaao esquema de Mitchell, efetuar um número �nito de subdivisões estelares emK, de modo a obter uma malha K 0 que satisfaça os invariantes de Maubach.Uma maneira de fazer isso é aplicar inicialmente a operação (�; v�)m a todas ascélulas � 2 K, depois a operação (Æ; vÆ)m�1 a todas as facetas Æ 2 K, e assimsucessivamente até aplicar a operação (�; v�)1 a todas as arestas � 2 K e colocarlevel(�0) = 0, para todas as células �0 da malha resultante K 0. Daremos maisdetalhes sobre essa construção no �m da seção.O algoritmo de subdivisão de Maubach, exibido na listagem 4.2, é um poucomais complexo que o de Mitchell, mas os passos necessários para provar suacorreção são bastante similares, como veremos a seguir.Lema 5. Seja K uma malha que satisfaz os invariantes de Maubach e �; ! 2K duas células adjacentes com @i� = @j!. Então� level(!) � level(�) , se i 62 f0; type(�)glevel(!) � level(�) , se i 2 f0; type(�)g :Além disso, se level(!) < level(�), então i = type(!).Demonstração. Se level(!) > level(�), então, por (OneLevel), level(!) =level(�)+1. Segue de (MaubachB) que i 2 f0; type(�)g, o que prova o primeirocaso. Se level(!) < level(�), então, por (OneLevel), level(�) = level(!) + 1.46
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Segue de (MaubachB) que i = type(!), logo i 62 f0; type(�)g, o que prova aobservação e o segundo caso.Lema 6. Seja K uma malha composta de uma única célula m-dimensional !e K 0 = K(w[0; l]; v)l, com l > 0. Então as células c0! e c1! de K 0 satisfazema relação @0c0! = @l�1c1!.Demonstração. Seja w = hv0; v1; : : : ; vmi. Aplicando a operação (w[0; l]; v)l,obtemos as seguintes células e relações em K 0:c0! = hv0; v1; : : : ; vl�1; v; vl+1; : : : ; vmic1! = hv1; v2; : : : ; vl; v; vl+1; : : : ; vmi @0c0w = @l�1c1we o resultado segue.Lema 7. Seja K uma malha composta de duas células m-dimensionais ad-jacentes � e !, com @i� = @j!, tais que0 � level(�)� level(!) � 1.Então, se K satisfaz os invariantes de Maubach, K 0 = K(w[0; l]; v)l, coml = type(!), também os satisfaz.Demonstração. São sete os casos possíveis:1. level(�) = level(!) e i = j = 0! é subdividida resultando nas células c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!,que satisfaz a (MaubachA). Temos também que @0� = @lc1!, que satisfaza (MaubachB).2. level(�) = level(!) e i = j = l! é subdividida resultando nas células c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!,que satisfaz a (MaubachA). Temos também que @l� = @lc0!, que satisfaza (MaubachB).3. level(�) = level(!) e i = j = k 62 f0; lg� e ! são subdivididas resultando nas células c0� e c1�, com @0c0� =@l�1c1�, e c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!, que satisfazem a (MaubachA).Temos também que @kc0� = @kc0! e @k�1c1� = @k�1c1!, que satisfazema (MaubachA).4. level(�) = level(!), i = 0 e j = l! é subdividida resultando nas células c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!,que satisfaz a (MaubachA). Temos também que @0� = @lc0!, que satisfaza (MaubachB).5. level(�) = level(!), i = l e j = 0! é subdividida resultando nas células c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!,que satisfaz a (MaubachA). Temos também que @l� = @lc1!, que satisfaza (MaubachB). 48



6. level(�) = level(!) + 1, i = l e j = 0! é subdividida resultando nas células c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!,que satisfaz a (MaubachA). Temos também que @l� = @lc1!, que satisfaza (MaubachA).7. level(�) = level(!) + 1, i = l e j = l! é subdividida resultando nas células c0! e c1!, com @0c0! = @l�1c1!,que satisfaz a (MaubachA). Temos também que @l� = @lc0!, que satisfaza (MaubachA).Em todos os casos, K 0 satisfaz os invariantes de Maubach.De modo similar ao esquema de Mitchell, podemos aplicar os lemas acimana demonstração da correção do algoritmo de subdivisão de Maubach. O únicodetalhe adicional é que, neste caso, a hipótese da malhaK ser conforme é impres-cindível, já que o algoritmo de Maubach embute implicitamente o percorrimentoda estrela da aresta de subdivisão.Teorema 8. Sejam K uma malha m-dimensional que satisfaz os invariantesde Maubach e � uma célula de K. Então a malha K 0 resultante da aplicaçãodo algoritmo (4.2) a (K;�) também satisfaz os invariantes de Maubach.Além disso, o algoritmo é consistente, alternante e balanceado.Demonstração. Por indução no nível de �. Seja l o menor valor assumido pelafunção level em K. Se level(�) = l, segue do lema 5 que células adjacentes a � eque compartilham a aresta de subdivisão � = �[0; type(�)] também têm nível l.Portanto, a recursão na linha 19 não é executada, e o loop entre as linhas 8 � 26nada mais faz que percorrer a estrela de � e armazená-la na lista st. Aplicandoo lema 7 a todos os pares de células adjacentes (�0; !0), com !0 2 st(�;K), temosque a subdivisão efetuada na linha 28 resulta em uma malha K 0 que satisfaza tese. Se level(�) > l, podemos utilizar o lema 5 e a hipótese de indução nalinha 19 para recair a um caso semelhante ao inicial.Vamos retomar o tema das malhas que satisfazem os invariantes de Maubach.Antes de provar o teorema 9, vamos de�nir o que entendemos por triangulaçãocanônica de um produto de simplexos. Dados n simplexos�m1 = hv10 ; : : : ; v1m1i;�m2 = hv20 ; : : : ; v2m2i;: : :�mn = hvn0 ; : : : ; vnmni;o conjunto de vértices V do produto cartesiano � = �m1�� � ���mn , é formadopelos vértices vL, com L = (L1; : : : ; Ln) 2 P , ondeP = f0; : : : ;m1g � f0; : : : ;m2g � � � � � f0; : : : ;mng,tal que vL = (v1L1 ; v2L2 ; : : : ; vnLn).49



Considere agora o conjunto L de todos os caminhos monónotonos L =L0L1 : : : Ls sobre o reticulado P , com s = m1 + : : : +mn, ou seja, cada Lq =(L1q ; : : : ; Lnq ) é tal que L0 = (0; : : : ; 0), Ls = (m1; : : : ;mn) e Lq+1 = Lq + J ,onde todas as entradas de J são nulas, exceto uma que vale 1.O complexo Tr(�) é de�nido sobre V de modo que exista uma bijeção entreos caminhos de L e as células de Tr(�), bijeção esta que associa o caminhoL0L1 : : : Ls 2 L à célula h vL0 ; vL1 ; : : : ; vLs i 2 Tr(�).Este complexo Tr(�), então, representa a triangulação canônica de �.
(a) �1 ��2 (b) �1 ��1 ��1Figura 4.4: Produtos de simplexos.Teorema 9. Seja Tr(�) uma malha que representa a triangulação canônica doproduto de n simplexos � = �m1 ��m2 � : : :��mn. Então, para quaisquercélulas �; ! 2 Tr(�), @i� = @j! ) i = j.Em particular, Tr(�) satisfaz os invariantes de Maubach.Demonstração. Uma propriedade básica da construção acima é que para todacélula � 2 Tr(�), �[j] = vL , jLj = j.Sejam �; ! 2 Tr(�) duas células adjacentes, com� = hvL0 ; : : : ; vLsi e ! = hvL00 ; : : : ; vL0si,tais que @i� = hvL000 ; : : : ; vL00s�1i = @j!. Então existe um único k 2 f0; : : : ; sg talque k 62 fjL000j; : : : ; jL00s�1jg. Portanto, jLij = k = jL0j j, logo i = k = j. Note quek 62 f0; sg, visto que para toda célula � 2 Tr(�), �[0; s] = hv(0;:::;0); v(m1;:::;mn)i.O outro problema que devemos tratar é como transformar uma malha ar-bitrária K em uma malha que satisfaz os invariantes de Maubach. Para tanto,50



vamos inicialmente considerar como obter a subdivisão baricêntrica de K atra-vés da aplicação de subdivisões estelares. Depois provaremos que a subdivisãobaricêntrica de K assim obtida satisfaz os invariantes de Maubach.A de�nição usual da subdivisão baricêntrica B(�) de um simplexo � é in-dutiva: se d(�) = 0, então B(�) = �; se d(�) = n, encontre B(@i�) para cada0 � i � n e tome B(�) igual ao complexo v� ? [ni=0B(@i�). Se adotarmosa ordem parcial em B(�) na qual v� é o n-ésimo vértice de qualquer célulaÆ 2 B(�), temos que Æ = hv�0 ; v�1 ; : : : ; v�ni,com �n = �, �j�1 < �j e d(�j) = j. Reciprocamente, toda seqüência de faces�0 < �1 < : : : < �n, com �n = � e d(�j) = j, dá origem a uma célula Æ deB(�).O mesmo efeito pode ser obtido por uma seqüência de subdivisões, bastatomar B(�) = �(�; v�)n Y�n�1<�d(�n�1)=n�1 (�n�1; v�n�1)n�1 : : : Y�1<�d(�1)=1 (�1; v�1)1.Para estender a subdivisão baricêntrica a um complexo K, é su�ciente aplicaras subdivisões sobre todas os simplexos de K, na ordem correta:B(K) = K Y�n2Kd(�n=n) (�n; v�n)n Y�n�12Kd(�n�1)=n�1 (�n�1; v�n�1)n�1 : : : Y�12Kd(�1)=1 (�1; v�1)1.Podemos agora enunciar o resultado desejado.Teorema 10. Seja K uma malha n-dimensional. Então, para quaisquer cé-lulas �; ! 2 B(K), @i� = @j! ) i = j.Em particular, B(K) satisfaz os invariantes de Maubach.Demonstração. Uma propriedade básica da construção acima é que para todacélula � 2 B(K), �[j] = vÆ , d(Æ) = j.Sejam �; ! 2 B(K) duas células adjacentes, com� = hvÆ0 ; : : : ; vÆni e ! = hvÆ00 ; : : : ; vÆ0ni,tais que @i� = hvÆ000 ; : : : ; vÆ00n�1i = @j!. Então existe um único k 2 f0; : : : ; ng talque k 62 fd(Æ000 ); : : : ; d(Æ00n�1)g. Portanto, d(Æi) = k = d(Æ0j), logo i = k = j.4.2.3 Aspectos geométricosO tratamento que demos aos esquemas de subdivisão estelar foi, até aqui, pu-ramente combinatório, mas obviamente os aspectos geométricos também sãorelevantes. Vamos, portanto, descrever brevemente um resultado, devido a51



(a) Célula inicial (b) Subdivisão baricêntrica
(c) Encolhendo as células (d) Removendo a estrela de umvérticeFigura 4.5: Subdivisão baricêntrica. Na �gura (d) �ca claro que cada célulan-dimensional �ca dividida em n+ 1 hipercubos combinatórios n-dimensionaisMaubach, sobre as propriedades geométricas do esquema que leva seu nome,além de discutir alguns outras questões de caráter geométrico.Seja Cn = [0; 1]n o hipercubo n-dimensional e Tr(Cn) sua triangulaçãocanônica. Considere uma malha M obtida a partir de um seqüência de apli-cações do algoritmo de Maubach tal que as arestas são subdivididas sempreem seus pontos médios, ou seja, M = Mm onde M0 = Tr(Cn), cujas célulaspossuem nível 0, e Mi+1 =MaubachSubdivide(Mi; �i);com �i é uma célula qualquer de Mi.O resultado de Maubach diz que se type(�) = type(!) para duas células�; ! 2 M , então � e ! são semelhantes, ou seja, existe uma transformaçãode semelhança que leva � a !. Resulta, portanto, que existem no máximo ntipos diferentes de células em M , a menos de semelhanças. A demonstraçãooriginal de Maubach é um tanto intrincada, por isso esboçaremos a seguir umademonstração mais simples, utilizando os resultados combinatórios da seçãoanterior.Fixada uma dimensão n, vamos de�nir n simplexos n-dimensionais�i = hpi;0; pi;1; : : : ; pi;ni;52



onde pi;j 2 Rn, pn;0 = 0 e pn;j+1 = pn;j + ej+1, epi�1;j = � pi;j ,se j 6= ipi;j2 ,se j = i :Se um simplexo ! = hq0; : : : ; qni é semelhante ao simplexo �i de tal modo quea transformação de semelhança S : Rn ! Rn satisfaz a condição S(qj) = pi;j ,dizemos que gtype(!) = i.O fato geométrico essencial relativo aos simplexos �i pode ser assim resu-mido: se ! é um simplexo tal que gtype(!) = l, então os dois simplexos c0! ec1! obtidos pela operação estelar!(![0; l]; ![0] + ![l]2 )l;satisfazem gtype(c0!) = gtype(c1!) = l0, onde l0 = l � 1 se l 6= 1 e l0 = nse l = 1. A demonstração deste fato é tediosa, mas a idéia é simples. Seguefacilmente da de�nição que c0�i = �i�1, se i 6= 1 e que c0�1 = �n2 , onde �n2denota um escalamento de fator 12 de �n. Por outro lado, após a translação queleva o vértice inserido à origem, c1�i é levado em c0�i por uma re�exão seguidade uma permutação. Compondo as transformações na ordem correta, chega-seao resultado desejado.O teorema de Maubach �cará demonstrado se provarmos, para toda célula �de uma malha M obtida da malha Tr(Cn) por uma seqüência de aplicações doalgoritmo de Maubach, que type(�) = gtype(�). Mas isso segue facilmente dofato acima por indução no número k de subdivisões. De fato, se k = 0, type(�) =n para todas as células, pois M = Tr(Cn) é a malha inicial, e gtype(�) = n,pois uma simples permutação de coordenadas leva � a �n. Se k > 0, temos queM = M 0(Æ; v) onde todas as células que serão subdivididas possuem o mesmonível, já que o algoritmo de subdivisão é balanceado. Logo type(�) = l paratodas as células � na estrela de Æ. Aplicando a hipótese de indução, temos quegtype(�) também é igual a l. Segue da propriedade geométrica mencionada noparágrafo anterior que a tese se veri�ca após a subdivisão.A demonstração dada por Maubach é mais complexa porque ele exibe expli-citamente as transformações de semelhança, informação que pode ser útil tantona teoria quanto em aplicações. Por exemplo, é possível usar essas transforma-ções para calcular as coordenadas dos vértices de uma célula sob demanda, aoinvés de armazená-las como atributos dos vértices.Embora o critério de subdivisões de arestas no ponto médio resulte em umamalha bastante simétrica, em algumas aplicações é necessário relaxar essa con-dição. Sem pretender esgotar as possibilidades, exibimos na �gura 4.6 trêsoutros critérios de subdivisão de aresta. No primeiro, uma reparametrização decoordenadas em cada eixo distorce a triangulação. No segundo, a subdivisãopode ocorrer em qualquer ponto da aresta, não apenas em seu ponto médio. Noúltimo critério, o vértice inserido pode estar em qualquer ponto, desde que amalha não se dobre sobre si mesma. 53



(a) Divisão ao meio (b) Divisão ao meio, mas comreparametrização em cada eixo
(c) Divisão em qualquer pontoao longo da aresta (d) Divisão arbitráriaFigura 4.6: Critérios geométricos para subdivisão. Note que todas as triangu-lações são combinatorialmente equivalentes4.3 InterfaceComo vimos nas seções anteriores, a aplicação de subdivisões estelares induzuma hierarquia entre as células das malhas intermediárias. Em algumas apli-cações, é interessante guardar toda a hierarquia, de modo que a resolução damalha possa ser ajustada segundo algum critério adaptativo. Nosso objetivonesta seção é formular um conceito que una as idéias de multiresolução e desubdivisão estelar. Antes, contudo, precisamos de algumas de�nições.Seja (C;<) um conjunto parcialmente ordenado. Dados c; c0 2 C, diremosc � c0 se c < c0 e não existe nenhum outro c00 2 C tal que c < c00 < c0. Umelemento c 2 C é minimal se c � c0 para todo c0 2 C. Um elemento minimalúnico é denominado mínimo. Elementos maximais e elemento máximo sãode�nidos analogamente.De�nição 10. Uma multi-triangulação estelar n-ária (n-MT, abreviadamente)é um conjunto parcialmente ordenado (T ; <), onde T é um conjunto �nitode malhas conformes e a ordem < satisfaz:1. Dadas K;K 0 2 T , K � K 0 se, e somente se, K 0 = K(Æ; v), para algumsimplexo (n� 1)-dimensional Æ de K;54



2. Existe uma malha mínima e uma malha máxima em T , chamadasmalha inicial e malha �nal, respectivamente.A propriedade 2 diz que uma n-MT é, de fato, um reticulado, portantoum n-MT pode ser pensada como um grafo dirigido acíclico, com uma fonte eum dreno, cujas arestas estão rotuladas por subdivisões estelares em simplexos(n� 1)-dimensionais.Uma n-MT é composta de várias malhas, relacionadas entre si por operaçõesestelares. Mas isso não signi�ca que devamos representar cada malha separada-mente, uma vez que as malhas compartilham muitos de seus simplexos. Nossaabordagem é representar todas as malhas em um único grande complexo simpli-cial, com um sub-complexo representando a malha corrente. Funções adicionaiscodi�cam as relações hierárquicas entre as células e as relações estelares entreo (n � 1)-simplexo subdividido e o vértice inserido. Essas funções extras sãosu�cientes para se implementar as transições entre malhas no reticulado.A interface computacional exibida na listagem 4.3 resume os requisitos quedevem ser acrescentados ao conceito de pseudovariedade para se lidar com multi-triangulações estelares. As funções parent e child permitem a navegação pelahierarquia de células. Elas também permitem descobrir se uma célula pertencea malha inicial, caso sua ela tenha o simplexo vazio como pai, ou se pertence amalha �nal, caso todas suas células �lhas sejam o simplexo vazio. As funçõessplit_vertex e split_simplex registram as subdivisões estelares e, similarmente,testando-se o valor de retorno com o simplexo vazio, permitem descobrir seum vértice pertence a malha inicial, caso não tenha sido originado de nenhumasubdivisão, e se um (n�1)-simplexo foi ou não dividido. A função level retornao nível da célula na hierarquia. Ela pode ser implementada através de umalgoritmo que sobe na hierarquia de células, ou como uma simples função deacesso a um atributo associado às células. Finalmente, a função is_current, jádescrita em outro conceito, é utilizada para determinar a malha corrente.A implementação do conceito n-MT utiliza as mesmas técnicas descritas nocapítulo anterior (con�ra a listagem 4.4). A estrutura ms, que representa umsimplexo em uma n-MT, possui um parâmetro extra que indica a dimensãodo simplexo de subdivisão. Os dados adicionais são justamente os necessáriossatisfazer os requisitos descritos no parágrafo anterior.4.4 ConclusãoA motivação inicial por trás dos resultados deste capítulo era a extensão paramalhas de tetraedros do trabalho de Velho e Gomes sobre malhas hierárquicasde triângulos [37]. Pesquisando na literatura, descobrimos que as operações es-telares descritas em [1] e [16] poderiam servir de fundação para tal extensão, nãosó para o caso de malhas de tetraedros, como também no caso n-dimensional.Ao mesmo tempo, estudando a noção de multi-triangulação da �escola de Gê-nova� [10], veri�camos que poderíamos substituir as alterações locais, porémarbitrárias, por operações estelares, sem grande perda de expressividade, mascom grande simpli�cação em termos de estruturas de dados e implementação.55



// MultiTriangulationConcept// Re�na PseudomanifoldConceptCe l l (T)ch i l d ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c , i n t i ) ;// Retorna a i-ésima célula �lha de c.Ce l l (T)parent ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c ) ;// Retorna a célula pai de c.Spl i tS implex (T)sp l i t_s implex ( c o n s t T& t , Vertex (T) v ) ;// Retorna o simplexo s que foi dividido pela// operação (s; v).Vertex (T)sp l i t_ve r t ex ( c o n s t T& t , Sp l i tS implex (T) s ) ;// Retorna o vértice v que foi inserido pela// operação (s; v).i n t l e v e l ( c o n s t T& t , Ce l l (T) c ) ;// Retorna o nível de c.Listagem 4.3: Multi-triangulação.Essa pesquisa gerou como resultado o artigo [7], onde se encontra a de�niçãode multi-triangulação binária, a qual generalizamos na de�nição 10 deste ca-pítulo.Mas havia ainda um detalhe que não estava claro. No trabalho de Velho eGomes, a escolha da aresta de subdivisão obedecia ao critério da �aresta opostaao primeiro vértice�, que atribuímos a Mitchell [24], mas que, provavelmente,já fazia parte da tradição em várias áreas da matemática, sendo que o próprioMitchell faz referências a um trabalho anterior de Sewell [32]. O fato é que essecritério puramente combinatório funciona bem para subdivisão de arestas emmalhas de triângulos, mas não possuia um generalização óbvia para malhas n-dimensionais. Foi Maubach em [20] que teve o insight de buscar a generalizaçãona triangulação CFK do cubo n-dimensional.Nosso contribuição foi simplesmente dar um tratamento mais combinató-rio, baseado em operações estelares ordenadas, ao critério de Maubach. Comessa separação entre geometria e combinatória, foi possível identi�car certos in-variantes do algoritmo de Maubach e, conseqüentemente, condições su�cientessobre as malhas de entrada para que o algoritmo funcione, que deram origemaos teoremas 9 e 10.Uma direção de pesquisa futura é buscar novos esquemas de subdivisão este-lar, seguindo a receita de Maubach, ou seja, estudar as propriedades geométricasde uma triangulação altamente simétrica e daí extrair critérios combinatórios.Outra possibilidade é permitir que as operações estelares possam ocorrer em56



t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , b o o l t=(k!=Dim(T))>s t r u c t ms_hier {} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t ms_hier<T, k , f a l s e > {Ce l l (T) ch i l d [ SplitDim (T)+1 ] ;Ce l l (T) parent ;ms_hier ( ) {}} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k , b o o l t=(k!=SplitDim (T))>s t r u c t ms_split {} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t ms_split<T, k , f a l s e > {Vertex (T) s p l i t ;ms_split ( ) {}} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k>s t r u c t ms_vertex {} ;t em p l a t e < c l a s s T>s t r u c t ms_vertex<T,0> {Spl i tS implex (T) s p l i t ;ms_vertex ( ) {}} ;t em p l a t e < c l a s s T, dim_t k ,t em p l a t e <dim_t> c l a s s Data=extra_data>s t r u c t ms : bs<T, k , Data>, ms_hier<T, k>,ms_split<T, k>, ms_vertex<T, k> {} ; Listagem 4.4: Implementação.
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simplexos de qualquer dimensão.Esquemas de subdivisão geralmente são empregados juntamente com méto-dos de interpolação para se obter boas aproximações de uma função f :U ! Rdada. A idéia é usar o esquema de subdivisão para subdividir o domínio Uadaptativamente e, em seguida, construir uma função f :U ! R que aproximabem a função f através do método de interpolação. O critério de aproximaçãogeralmente envolve alguma norma no espaço de funções de interesse. No pró-ximo capítulo vamos estudar um método de interpolação diferente do usual, noqual não estamos interessados em minimizar o erro de aproximação, mas emgarantir que a topologia das curvas de nível de f seja preservada.
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Capítulo 5Difeomor�smos SimpliciaisComplexos simpliciais provêem apenas aproximações lineares de objetos grá-�cos. Mas as de�nições de simplexo e complexo simplicial podem ser esten-didas a �m de fornecer aproximações mais suaves. Um simplexo curvilinearp-dimensional é um conjunto � � Rm difeomorfo ao simplexo p-dimensionalpadrão �p, ou seja, � = X(�p), onde X é um difeomor�smo. As faces de �são as imagens por X das faces de �m. Um complexo simplicial curvilinearé então de�nido de maneira análoga a um complexo simplicial, substituindo-seo termo �simplexo� por �simplexo curvilinear�.Existe uma vasta literatura na área de modelagem sobre complexos simpli-ciais curvilineares para o caso de X ser uma função polinomial ou polinomialpor partes, mas em geral é difícil obter condições su�cientes simples sobre oscoe�cientes dos polinômios (os �pontos de controle�) de modo a assegurar que Xseja de fato um difeomor�smo. A�nal, se por um lado não é possível provar queX é um difeomor�smo observando apenas seu comportamento local, por outroa análise global é di�cultada pela liberdade que o espaço ambiente oferece paraque � se deforme.Mas o que pode ser dito de sobre os complexos isosimpliciais ? Nosso objetivonesse capítulo é encontrar uma de�nição razoável para idéia de complexos iso-simpliciais curvilineares. A primeira vista, poderíamos simplesmente substituir�simplexo� por �simplexo curvilinear� na de�nição de complexo isosimplicial,mas isso nos levaria ao mesmo problema citado no parágrafo anterior. Nossaidéia é impor restrições às funções X de modo que seja possível provar queelas são difeomor�smos analisando apenas seu comportamento local. Surpreen-dentemente, essa análise para X polinomial possibilita a derivação de algumascondições su�cientes simples para que X seja um difeomor�smo.5.1 Funções simplicialmente invariantesNossa abordagem para de�nir uma versão curvilinear dos complexos isosimpli-ciais tem início com o estudo das aplicações de um complexo nele mesmo quepreservam a relação de pertinência a um simplexo.59



De�nição 11. Seja K um complexo simplicial e X : jKj ! jKj uma fun-ção contínua. Dizemos que X é simplicialmente invariante com respeito aocomplexo K, ou, mais brevemente, que X é K-invariante, se, para todosimplexo � 2 K, X(�) � �.Em particular, os vértices de K são deixados �xos por X. A função identi-dade em jKj é um exemplo trivial de função simplicialmente invariante. Alémdisso, a composição de funçõesK-invariantes também é claramenteK-invariante.A primeira propriedade notável das funções simplicialmente invariantes éque o sinal ��� na de�nição 11 é de fato uma igualdade. Provaremos isso coma ajuda dos seguintes lemas.Lema 11. (Sperner) Seja T uma triangulação do simplexo m-dimensionalpadrão �m, e L : T0 ! f0; : : : ;mg uma aplicação dos vértices de T nosinteiros de 0 a m. Dizemos que L atribui um rótulo L(v) a cada vértice deT . Se para todo v = (v0; : : : ; vm) 2 T0,L(v) = i) vi 6= 0,então existe m-simplexo � = hv0; : : : ; vmi 2 T cujos vértices estão comple-tamente rotulados, ou seja, tal queL(fv0; : : : ; vmg) = f0; : : : ;mg.Demonstração. Consulte O Livro[39] para uma demonstração.Lema 12. Seja �m o simplexo m-dimensional padrão e X : �m ! �m umafunção �m-invariante. Então existe um ponto x 2 �m tal que X(x) =1m+111, onde 11 := (1; 1; : : : ; 1). Ou seja, X leva x ao baricentro de �m.Demonstração. Seja (Tn)n2N uma seqüência de triangulações de �m tal quelimn!1mesh(Tn) = 0, ondemesh(T ) = maxfdiam(�)j� 2 Tg.De�na uma aplicação Ln sobre os vértices Tn da seguinte maneira: se v é umvértice de Tn e X(v) = (w0; : : : ; wm), Ln(v) = i, onde i é o menor inteiro talque wi = maxjfwjg. O fato de X ser �m-invariante signi�ca que, para todov = (v0; : : : ; vm) 2 �m, X(v) = (w0; : : : ; wm) satisfazvi = 0) wi = 0.Portanto, Ln(v) = i) wi 6= 0) vi 6= 0,ou seja, Ln satisfaz as hipóteses do Lema de Sperner, o que nos assegura aexistência de uma seqüência de m-simplexos (�n)n2N completamente rotuladospor Ln tal que limn!1 diam(�n) = 0. Como �m é um conjunto compacto,podemos assumir, passando a uma subseqüência se necessário, que a seqüênciados baricentros de �n converge para um ponto x. Pela continuidade de X e pelade�nição de Ln, segue que X(x) = (w0; : : : ; wm), com cada wi = maxjfwjg, ouseja, X(x) = 1m+111. 60



Teorema 13. Seja �m o simplexo m-dimensional padrão e X:�m ! �m umafunção �m-invariante. Então para todo simplexo � 2 �m, X(�) = �. Emparticular, X é sobrejetiva.Demonstração. Por indução em m. O caso m = 0 é trivial. Seja m > 0.Pela hipótese de indução, X(�) = � para todos os simplexos � de �m quesão faces próprias. Resta provar que para todo ponto y 2 int(�m), ou seja,tal que y 2 �m e yi > 0, existe um ponto x 2 �m tal que X(x) = y. SejaYy:�m ! �m dada porYy(w0; : : : ; wm) = 1P wiyi (w0y0 ; : : : ; wmym ):É fácil ver que Yy é �m-invariante e inversível, com inversaY �1y (w0; : : : ; wm) = 1Pwiyi (w0y0; : : : ; wmym):Aplicando o lema anterior a YyX temos que existe um ponto x tal queYyX(x) = 1m+ 111:Segue das propriedades da função Yy queX(x) = Y �1y ( 1m+ 111) = y:Corolário 14. Seja K um complexo simplicial e X : jKj ! jKj uma funçãoK-invariante. Então para todo simplexo � 2 K, X(�) = �. Em particular,X é sobrejetiva.Demonstração. Escreva X em relação as coordenadas baricêntricas de � e apli-que a proposição anterior.Agora que sabemos que funções simplicialmente invariantes são sobrejetivasem cada simplexo, cabe perguntar quando elas são injetivas. Como dissemosanteriormente, determinar se uma função é globalmente injetiva é um problemadifícil em geral. Por outro lado, a injetividade local é uma propriedade maisfácil de se veri�car. No caso de uma aplicação diferenciável F , por exemplo,basta que a derivada DF seja injetiva em um ponto x para que F seja injetivanuma vizinhança de x.Num artigo clássico [22], Meisters e Olech estudaram detalhadamente algu-mas condições que uma função contínua e localmente injetiva deve satisfazerpara ser globalmente injetiva. O que apresentamos a seguir é um adaptação dosargumentos apresentados nesse artigo para o caso das funções simplicialmenteinvariantes. Para tornar a exposição auto-contida, vamos inicialmente provar oseguinte lema.Lema 15. Seja U � Rm um conjunto aberto e f : U ! Rm uma funçãocontínua. Se f é localmente injetiva, então f(U) é um conjunto aberto.61



Demonstração. Se f(U) é vazio, não há o que provar. Se f(U) não é vazio,seja y = f(x) um ponto de f(U). Como U é aberto, existe uma vizinhança Nde x contida em U tal que f jN é injetiva. Ademais, podemos obter um abertoV � U tal que x 2 V , com V é compacto e V � U . Mas então f restrito a Vé um homeomor�smo e como x pertence ao interior de V , segue do Teoremada Invariância do Domínio de Brouwer que f(x) pertence ao interior de f(V ) eportanto ao interior de f(U).Estamos prontos para apresentar o resultado principal desta seção� funçõessimplicialmente invariantes localmente injetivas são injetivas.Teorema 16. Seja �m o simplexo m-dimensional padrão e X:�m ! �m umafunção �m-invariante. Se X é localmente injetiva, então X é injetiva.Demonstração. Por indução em m. O caso m = 0 é trivial. Seja m > 0. Dolema 15 combinado à proposição 13 resulta que� X(bd(�m)) = bd(X(�m)) = bd(�m)X(int(�m)) = int(X(�m)) = int(�m) (5.1)Pela proposição 13, para cada ponto de y 2 �m existe ao menos um pontox 2 �m tal que X(x) = y. Seja A o conjunto dos y 2 �m tais que existe umúnico x 2 �m com X(x) = y e B = �m n A, ou seja, os pontos com mais deuma pré-imagem. Pela hipótese de indução, X restrita a bd(�m) é injetiva, ecomo por (5.1) nenhum ponto do interior de �m é mapeado em bd(�m), segueque bd(�m) � A. Nosso objetivo é mostrar que B é vazio. Para tanto, vamossupor que B não é vazio e, dessa suposição, concluir que A [ B formam umacisão não trivial de �m, o que é absurdo visto que �m é conexo. Para derivaressa contradição, mostraremos a seguir que A \B = ; e A \B = ;.Seja y um ponto de B. Então existem dois pontos distintos x1 e x2 em�m tais que X(x1) = X(x2) = y. Como X(bd(�m)) = bd(�m) � A, segueque x1 e x2 não pertencem ambos a bd(�m). Também não é possível terx1 2 bd(�m) e x2 2 int(�m) (ou vice-versa), por (5.1). Portanto x1 e x2pertencem a int(�m). Conseqüentemente, existem vizinhanças abertas de x1 ex2, N1 e N2 respectivamente, com N1 \N2 = ;, tais queN1 � int(�m) e N2 � int(�m):Pelo lema 15, X(N1) e X(N2) são conjuntos abertos. Assim,N = X(N1) \X(N2)é uma vizinhança aberta de y inteiramente contida em B, pois cada ponto deN possui ao menos duas pré-imagens. Logo A \B = ;.Seja agora (yn)n2N uma seqüência de pontos em B que converge para umponto y 2 �m. Então existem seqüências (x1n)n2N e (x2n)n2N em �m tais que,para todo n, yn = X(x1n) = X(x2n) e x1n 6= x2n:62



Como�m é compacto, passando a subseqüências se necessário, podemos assumirque (xin)n2N converge para um certo xi 2 �m, i = 1; 2. Pela continuidade deX, segue que y = X(x1) = X(x2):Temos que x1 6= x2, pois caso contrário X não seria localmente injetiva emx1(= x2). Logo A \B = A \B = ;.Corolário 17. Seja K um complexo simplicial e X: jKj ! jKj uma função K-invariante. Se X é localmente injetiva, então para todo simplexo � 2 K,Xj�:� ! � é um homeomor�smo.Dito de outra maneira, toda função simplicialmente invariante localmenteinjetiva é um homeomor�smo.Até aqui, a continuidade de X foi su�ciente para obter todos os resultados.Mas, quando quisermos mostrar que X é localmente injetiva, a diferenciabili-dade tornar-se-á muito útil pois, como mencionamos anteriormente, nesse casoa injetividade local segue da injetividade da derivada, reduzindo o problema adeterminar se uma transformação linear é injetiva. Em resumo, a idéia é passarda topologia à análise e desta à álgebra.Podemos de�nir, portanto, objeto de nossos estudos a partir de agora.De�nição 12. Seja K um complexo simplicial e X: jKj ! jKj uma função K-invariante. Dizemos que X é um difeomor�smo simplicial com respeito aocomplexo K, ou, mais brevemente, que X é um difeomor�smo K-invariante,se, para todo simplexo � 2 K, X restrita a int(�) é um difeomor�smo.Se denotarmos por DS(K) o conjunto de todos os difeomor�smos K-invari-antes, temos claramente que1. Id 2 DS(K);2. X 2 DS(K)) X�1 2 DS(K);3. X1; X2 2 DS(K)) X1X2 2 DS(K).Também é claro por tudo que foi exposto que para uma função K-invarianteX ser um difeomor�smoK-invariante é su�ciente que, para todo � 2 K, Xjint(�)seja diferenciável e que D(Xjint(�))(p) seja injetiva para todo p 2 int(�). Naseqüência, vamos nos dedicar aos membros polinomiais de DS(K), mostrandoque tais condições muitas vezes decorrem de condições mais simples.5.2 Difeomor�smos simpliciais polinomiaisSeja F := (F 1; : : : ; Fm) : Rm ! Rm uma aplicação polinomial, ou seja, umaaplicação da formax := (x1; : : : ; xm) 7! (F 1(x1; : : : ; xm); : : : ; Fm(x1; : : : ; xm))63



com cada F i 2 R[X] := R[X1; : : : ; Xm], o anel dos polinômios em m variáveissobre R. Por deg(F ) denotamos o grau de F , ou seja,deg(F ) = maxdegF i.Estamos interessados em descrever condições su�cientes para que uma apli-cação polinomial seja um difeomor�smo simplicial com respeito a um simplexo� = hp0; p1; : : : ; pmi � Rm. Resulta que essas condições são mais naturalmenteformuladas em termos das coordenadas baricêntricas associadas a �.As coordenadas baricêntricas w := (w0; : : : ; wm) de um ponto x 2 Rm, emrelação ao simplexo �, satisfazem a relaçãoP�0BBB@ w0w1...wm 1CCCA = 0BBB@ 1x1...xm 1CCCA (5.2)onde P� = 0BBB@ 1 1 � � � 1p10 p11 � � � p1m... ... . . . ...pm0 pm1 � � � pmm 1CCCA .Seja Am = fw 2 Rm+1jPiwi = 1g e G := (G0; : : : ; Gm):Am ! Am umaaplicação polinomial da forma(w0; : : : ; wm) 7! (G0(w0; : : : ; wm); : : : ; Gm(w1; : : : ; wm))com cada Gi 2 R[W ] := R[W0; : : : ;Wm]. Dizemos que G é uma representaçãobaricêntrica de F se P�0BBB@ G0(w)G1(w)...Gm(w) 1CCCA = 0BBB@ 1F 1(x)...Fm(x) 1CCCA (5.3)vale para todos x 2 Rm e w 2 Am que satisfazem (5.2).Note que F pode ter várias representações pois, comoPiwi = 1, Gi assumeos mesmos valores que Gi+Q:(W0+ : : :+Wm�1) quando avaliado em w, ondeQ é um polinômio qualquer em R[W ]. Em outras palavras, se G e H são duasrepresentações baricêntricas de F , entãoGi = Hi (modM);onde M = hW0 + : : : + Wm � 1i é o ideal de R[W ] gerado pelo polinômioW0 + : : :+Wm � 1.Dizemos que uma representação baricêntrica H de F é homogênea de graun se cada Hi é um polinômio homogêneo de grau n. Existe uma única repre-sentação baricêntrica de F homogênea de grau n = deg(F ). Para mostrar isso,64



de�na polinômios Gi pela relação (5.3), de modo queGi = XjIj�n giIW I ;onde I é um vetor de inteiros não negativos (I0; : : : ; Im), jIj =Pi Ii e W I :=W I00 : : :W Imm . É fácil ver que H := (H0; : : : ; Hm), comHi = XjIj�n giIW I(W0 + : : :+Wm)n�jIjé a representação desejada.Alternativamente, H pode ser escrita da formaH = XjIj=n bIBI ; (5.4)onde os bI 2 Am são chamados pontos de controle de H e BI := �nI�W I são ospolinômios de Bézier-Bernstein [9]. Para ver que de fato bI 2 Am, note quepor (5.2) e (5.3)Xi Hi( W0W0 + : : :+Wm ; : : : ; WmW0 + : : :+Wm ) = 1.Como Hi é homogêneo de grau n,Xi Hi = (W0 + : : :+Wm)n. (5.5)Portanto, Xi XjIj=n biIBI = (W0 + : : :+Wm)nXjIj=n(Xi biI)BI = XjIj=nBIdonde Xi biI = 1;ou seja, bI 2 Am.Podemos de�nir pontos cI 2 Rm, relacionados aos bI pela equaçãoP�bI = 0BBB@ 1c1I...cmI 1CCCA ;chamados pontos de controle de F com relação ao simplexo �. Tais pon-tos determinam a função F completamente e nosso objetivo agora é encontrar65



condições su�cientes sobre os pontos cI para que F seja um difeomor�smo �-invariante. Na verdade, as condições serão dadas sobre os pontos bI de repre-sentações homogêneas na forma (5.4), de modo a torná-las independentes doparticular simplexo �.Vamos inicialmente derivar uma condição su�ciente para que H seja �m-invariante. Seja � a função que a cada n-upla (x1; : : : ; xn) faz corresponder uman-upla (y1; : : : ; yn) tal queyi = 8<: �1; se xi < 00; se xi = 01; se xi > 0 :De�nição 13. Dizemos que uma aplicação polinomial homogênea de grau nH está ajustada se, quando posta na forma (5.4), �(bI ) = �(I) para todo Icom jIj = n.A idéia intuitiva por trás dessa de�nição é a seguinte: se p é um ponto de�m, �(p) é um código binário que identi�ca a face de menor dimensão de �mque contém p. Isso signi�ca que cada ponto de controle bI pertence a face decódigo �(I).Proposição 1. Se H está ajustada, então H é �m-invariante.Demonstração. Devemos mostrar que se wi = 0 então Hi(w) = 0. Como Hestá ajustada, Ii = 0 implica que biI = 0. Portantowi = 0) Hi(w) = XjIj=n biIBI(w) = XjIj=n;Ii=0 biIBI(w) = 0.Tendo em vista o exposto na seção anterior, resta agora encontrar condi-ções su�cientes para que a aplicação H seja localmente injetiva. Antes, porém,vamos explicitar a relação entre os determinantes jacobianos de F e de suarepresentação homogênea H. Seja F 0 := det(JF ) e H 0 := det(JH) ondeJF = � @F i@Xi� e JH = � @Hi@Wi� .Proposição 2. Seja H a representação homogênea de F de grau n = deg(F ).Se p 2 Rm e w 2 Am satisfazem a relação (5.2), entãonF 0(p) = H 0(w).Demonstração. Por (5.2), (5.3) e pela regra da cadeia, temos que a matrizL = P�JH(w)P�1�possui a seguinte decomposição em blocos�u vq JF (p)� .66



Pela equação (5.5), temos queXi @jHi(W0; : : : ;Wm) = n(W0 + : : :+Wm)n�1para j = 0; : : : ;m. Segue que o produto P�JH(w) pode ser escrito em blocoscomo �n11Q � .Assim, a primeira linha da matriz L satisfaz a relação�u v�P� = n11.Resolvendo esse sistema, concluimos que v = 0 e u = n. Portanto,H 0(w) = detP�H 0(w) detP�1� = detL = udet JF (p) = nF 0(p).A proposição acima mostra em particular que se H 0 é positiva em �m, entãoF 0 é positiva em �. O teorema a seguir, por sua vez, nos fornece condiçõesnecessárias e su�cientes para a positividade de H 0.Teorema 18. (Pólya) Seja H 2 R[W ] um polinômio homogêneo de grau n.Então H(w) > 0 para todo w 2 �m se e somente se H � (W 0 + : : :+Wm)Ntem para algum N 2 N a formaXjKj=n+N aKWKcom aK > 0.Demonstração. Uma demonstração encontra-se em [29] (Satz 3.6 ). Esse re-sultado não é desconhecido na literatura de modelagem geométrica: no fundotrata-se de uma outra formulação da propriedade aproximativa da operação deelevação de grau (�degree elevation�), con�ra em [9].Mais detalhes sobre a importância desse teorema podem ser encontrados em[30]. Para aplicá-lo no nosso contexto, devemos escrever H 0 de forma conveni-ente. A �m de abreviar as contas, vamos introduzir algumas notações.Dadas duas matrizes A = (aij); B = (bij) 2 Rm�m, de�nimos A � B :=(aijbij), ou seja, cada entrada de A � B é o produto das entradas de A eB. Em geral, o determinante de A � B não possui nenhuma relação com osdeterminantes de A e B. Mas, se existe uma constante c 2 R tal que �mi=1bi�(i) =c para toda permutação � 2 Sm, é fácil ver que det(A�B) = cdet(A).Proposição 3. H 0 = XjKj=(m+1)(n�1)aKWKonde aK = XI0>:::>ImI0+:::+Im=K+1 det(bI0 ; : : : ; bIm) det(I0; : : : ; Im) mYi=0�nIi�.67



Demonstração. Podemos escrever H como um produto de matrizesH = (biI)(m+1)�p(BI)p�1,onde p = #fI = (I0; : : : ; Im) 2 Nm+1jjIj = ng. PortantoJH = (biI)(rBI) = (biI)�(Ij)� (�nI�W I�ej )� .Pela fórmula de Cauchy-Binet e pela observação acima,H 0 = XI0>:::>Im det(bI0 ; : : : ; bIm) det(I0; : : : ; Im) mYi=0�nIi�WPmi=0 Ii�11! ,logo H 0 = XjKj=(m+1)(n�1)aKWKcom aK = XI0>:::>ImI0+:::+Im=K+1 det(bI0 ; : : : ; bIm) det(I0; : : : ; Im) mYi=0�nIi�.Na seqüência, vamos determinar condições su�cientes para uma aplicaçãohomogênea H de grau n ser um difeomor�smo �m-invariante, para algumascombinações de n e m.5.2.1 Caso unidimensional (m = 1)O caso mais simples a se considerar é o unidimensional. Primeiramente, devemosnotar que a ordem lexicográ�ca aplicada aos pontos de �1 fornece a mesmainformação que a ordem usual no intervalo [0; 1], ou seja, se bI >lex bJ , combI ; bJ 2 �1, então bI está �à direita� de bJ . A proposição a seguir mostraque se os pontos de controle guardarem suas posições relativas, então H é umdifeomor�smo simplicial (�gura 5.1).Proposição 4. Seja H =PjIj=n bIBI uma aplicação polinomial ajustada. Seos pontos de controle estão ordenados, ou seja, se I >lex J ) bI >lex bJ ,então Hj�1 é um difeomor�smo �1-invariante.Demonstração. Basta notar quebI >lex bJ , det(bI ; bJ ) > 0.O resultado segue do Teorema de Pólya e da proposição (3).A proposição acima é válida para aplicações unidimensionais de qualquergrau n, mas é possível obter melhores resultados em casos particulares. Paran = 2, é fácil ver que se H está ajustada então os pontos de controle estão68



06 15 24 33 42 51 60Figura 5.1: Uma difeomor�smo de grau 6. Note que os pontos de controle estãoordenados.ordenados. Mais interessante é o caso n = 3, onde é su�ciente que H estejaajustada, pois suponha que b21 < b12. Substituindo as relaçõesdet(b12; b03) = det(b21; b03) + det(b12; b21)det(b30; b03) = det(b21; b03) + det(b12; b21) + det(b30; b12)det(b30; b21) = det(b12; b21) + det(b30; b12)na expressão de H 0, obtemosH 0 = 9(det(b21; b03)(W 22 + 2W 13 +W 04)+det(b12; b21)(W 40 � 2W 22 +W 04) + det(b30; b12)(W 40 + 2W 31 +W 22)).Não é difícil ver que H 0 é positiva em �1, uma vez que a expressão(W 40 � 2W 22 +W 04)é positiva em �1, exceto no ponto ( 12 ; 12 ), onde é zero. Mas nesse ponto osoutros termos são positivos.Já no caso n = 4, o contra-exemplo exibido na �gura 5.2 mostra que H estarajustada não é su�ciente para que seja um difeomor�smo �1-invariante. Noteque esse resultado se aplica igualmente para dimensões superiores.5.2.2 Caso quadrático (n = 2)A �m de mostrar que toda aplicação polinomial H de grau dois ajustada é umdifeomor�smo �m-invariante, para qualquer m > 0, vamos provar alguns lemasde caráter combinatório.Lema 19. Seja A = (aij) 2 Rm�m uma matriz de zeros e uns cujas linhas ecolunas possuem exatamente dois uns tal que det(A) 6= 0. Então existem69



04 132231 40Figura 5.2: Uma função ajustada de grau 4 que não é injetiva. Note que ospontos de controle b13 e b31 trocaram de lugar.permutações �; 
 2 Sm, as quais correspondem matrizes P = (pij) e C =(cij), com pij = Æ�(i);j e cij = Æ
(i);j, tais que1. PA = Id+C;2. 
 não tem pontos �xos;3. Se 
 = 
1
2 : : : 
k, onde os 
i são ciclos disjuntos, cada 
i é umapermutação par e det(Id+C) = 2k;4. Se B = (bij) 2 Rm�m é uma matriz tal que bij � 0 e bij = 0, aij = 0,então det(A) det(B) > 0.Demonstração. 1. Existe uma matriz P tal que PA possui apenas uns na di-agonal, pois caso contrário, pela própria de�nição de determinante, det(A)seria igual a zero. De�na, portanto, C = PA � Id. Como A tem exata-mente dois uns em cada linha e coluna, C tem exatamente um um emcada linha e coluna, logo é uma matriz de permutação;2. Como a diagonal de C possui apenas zeros, 
 não tem pontos �xos;3. Seja D = Id+C. Temos quedij = [i = j] + [
(i) = j].Pela de�nição de determinante,det(D) = X�2Sm sgn(�)�i([i = �(i)] + [
(i) = �(i)]).Mas 8i; [i = �(i)] + [
(i) = �(i)] = 1, � = 
k1 : : : 
kj ,70



onde fk1; : : : ; kjg � f1; : : : ; kg. Segue quedet(D) = Xfk1;:::;kjg�f1;:::;kg sgn(
k1 : : : 
kj ) = �ki=1(1 + sgn(
i)).Portanto cada 
i é uma permutação par, pois caso contrário det(D) seriazero, e det(D) = 2k.4. det(A) det(B) = det(P ) det(A) det(P ) det(B) = det(D) det(E)onde E = PB é tal que eij > 0 , dij > 0. Assim as permutações �tais que �mi=1ei�(i) 6= 0 são exatamente aquelas da forma � = 
k1 : : : 
kj .Como cada 
i é par, det(E) > 0, e portanto det(A) det(B) > 0.Corolário 20. Seja A = (aij) 2 Rm�m uma matriz de zeros e uns cujas linhaspossuem no máximo dois uns e tal que det(A) 6= 0. Se B = (bij) 2 Rm�m éuma matriz tal que bij � 0 e bij = 0, aij = 0, então det(A) det(B) > 0.Demonstração. Se A possui exatamente dois uns por linha e coluna, podemosaplicar o lema anterior. Caso contrário, podemos permutar linhas e colunas deA de modo queP1AQ1 = �1 0q A1� ou P1AQ1 = �1 q0 A1�para certas matrizes de permutação P1 e Q1. Note que det(A) = s1 det(A1),com s1 2 f�1; 1g. Procedendo indutivamente, chegamos a uma matriz An quepossui exatamente dois uns por linha e coluna, tal quedet(A) = sn det(An).Aplicando o mesmo procedimento a matriz B, concluimos quedet(A) det(B) = (sn det(An))(snb1 : : : bk det(Bn)) =s2n(b1 : : : bk)(det(An) det(Bn)) > 0onde os bi são certos elementos da matriz B.Lema 21. Dado um vetor K = (K0; : : : ;Km) 2 Nm+1, com jKj = m + 1,sempre é possível encontrar vetores I0; : : : ; Im 2 Nm+1, com jIij = 2, taisque I0 + : : :+ Im = K + 11e det(I0; : : : ; Im) 6= 0.Demonstração. Por indução em m. O caso m = 0 é trivial. Podemos su-por sem perda de generalidade que Ki � Kj se i < j. Temos dois casospossíveis: ou Km = 0 ou Km = 1. Se Km = 1, colocamos Iij = 2Æij , edet(I0; : : : ; Im) = 2m+1 > 0. Se Km = 0, de�nimos K 0 = (K0 � 1; : : : ;Km�1)71



e, aplicando a hipótese de indução, obtemos vetores I 0j 2 Nm, com jI 0j j = 2 edet(I 00; : : : ; I 0m�1) > 0. Agora basta colocar Ij = (I 0j ; 0) para j = 0; : : : ;m � 1e Im satisfazendo Iim = [i = 0 ou i = m]. Utilizando a expansão de Laplace,concluimos det(I0; : : : ; Im) = det(I 00; : : : ; I 0m�1) > 0.Proposição 5. Seja H = PjIj=2 bIBI uma aplicação de grau 2 ajustada.Então Hj�m é um difeomor�smo �m-invariante.Demonstração. A idéia é mostrar que o coe�ciente aK da proposição 3 é posi-tivo. Inicialmente vamos provar que aK � 0. Note quedet(I0; : : : ; Im) mYi=0�2Ii� = det(� 2I0�I0; : : : ;� 2Im�Im) = 2m+1 det(A),onde A é uma matriz de zeros e uns com no máximo dois uns por linha. Seguedo corolário 20 que aK � 0. Mas o lema 21 implica que ao menos um termode aK é positivo. Logo, aK > 0 e portanto Hj�m é um difeomor�smo �m-invariante.5.2.3 Um ponto de controle livreVamos agora estudar um caso bem interessante e útil. O que acontece quando,intuitivamente, permitimos que apenas um ponto de controle associado a umaface de �m se mova ? Será necessário provar o seguinte lema:Lema 22. Se M = Id+uvT + abT , com vTa = 0, entãodetM = (1 + vTu)(1 + bT a).Demonstração. A identidadedet(Id+uvT ) = 1 + vTué válida em geral, donde se conclui quedet(N + abT ) = det(N�1) det(N + abT ) det(N) =det(Id+N�1abT ) det(N) = det(N) + bT (det(N)N�1)a,para N inversível. Pondo N = Id+uvT , temos queN�1 = Id� 11 + vTuuvT ,e det(M) = det(N + abT ) = (1 + vTu) + bT ((1 + vTu) Id�uvT )a == (1 + vTu)(1 + bT a).Proposição 6. Seja H = PjIj=n bIBI uma aplicação de grau n ajustada eJ = (J0; : : : ; Jm) 2 Nm+1 com jJ j = n e J i 2 f0; 1g. Se bI = I=n para I 6= J,então Hj�m é um difeomor�smo �m-invariante.72



Demonstração. Temos queH = XjIj=n InBI + bJBJ � JnBJ =(W0 + : : :+Wm)n�10B@W0...Wm1CA+ (bJ � Jn )BJ .Segue que JH = (W0 + : : :+Wm)n�1(Id+uvT + abT ),com u = n� 1W0 + : : :+Wm 0B@W0...Wm1CA ,vT = �1 � � � 1� ,a = n(W0 + : : :+Wm)n�1 (bJ � J=n) ebT = �J0BJ�e0 � � � JmBJ�em� .Do lema resulta queH 0 = n(W0 + : : :+Wm)(m+1)(n�1)(1 + bT n(W0 + : : :+Wm)n�1 (bJ � J=n)) =n(W0+: : :+Wm)m(n�1)�1((W0+: : :+Wm)n+n(W0+: : :+Wm)bT (bJ�J=n)) =n(W0 + : : :+Wm)m(n�1)�1E,onde E = XjIj=nBI +D(bJ � J=n) eD = �Pi J0(1� Æi0 + J i)BJ�e0+ei � � � Pi Jm(1� Æim + J i)BJ�em+ei� .Ou seja,E = XjIj=nBI +Xj Xi Jj(1� Æij + J i)BJ�ej+ei(bjJ � Jj=n) =XjIj=nBI +Xj Xi 6=j Jj(1 + J i)BJ�ej+ei(bjJ � Jj=n) +Xj (Jj)2BJ(bjJ � Jj=n) =XjIj=nBI +Xj Xi 6=j Jj(1 + J i)BJ�ej+ei(bjJ � Jj=n) +BJXj (bjJ � Jj=n) =XjIj=nBI +Xj Xi 6=j Jj(1 + J i)BJ�ej+ei(bjJ � Jj=n).Analisando os coe�cientes de E, veri�camos que, para i 6= j,Coef(E;BJ�ej+ei) = 1 + Jj(1 + J i)(bjJ � Jj=n) =73



(1� Jj(1 + J i)=n) + Jj(1 + J i)bjJ =(1� Jj(1 + J i)=n) + (1 + J i)bjJ > 0,já que n > 1, J i 2 f0; 1g e bjj = 0 , Jj = 0. Como Coef(E;BI) = 1 paraos demais coe�cientes, segue do teorema de Pólya que H 0 é positiva em �m, eportanto Hj�m é um difeomor�smo �m-invariante.Vamos detalhar um pouco mais o signi�cado dessa proposição. Como men-cionamos anteriormente, cada face de �m pode ser identi�cada por um códigobinário, conforme o número de coordenadas não nulas de seus pontos. Assim,para m = 3 por exemplo, temos(1111)! 3-simplexo(1110); (1101); (1011); (0111)! 2-simplexos(1100); (1010); (1001); (0110); (0101); (0011)! 1-simplexos(1000); (0100); (0010); (0001)! 0-simplexos(0000)! simplexo vazioSeja GJ uma aplicação polinomial tal queGiJ =Wi + (biJ � J i=jJ j)BJ ,onde J i 2 f0; 1g. Examinando a proposição, vemos queGiJ = Hi (modM),portanto GJ e H de�nem a mesma aplicação em �m e, como foi demonstrado,GJ é um difeomor�smo �m-invariante.Além disso, pela própria de�nição, GJ somente afeta os pontos da face ÆJcujo código é J , bem como os pontos das faces incidentes a ÆJ que possuama dimensão maior que a de ÆJ . Ou seja, o ponto de controle bJ efetivamentecontrola a ação de GJ sobre ÆJ .Podemos agora compor os difeomor�smos GJ e assim de�nir um difeomor-�smo G que depende de um certo número de parâmetros associados a cada facede �m. No caso m = 3, podemos de�nir, por exemplo,G = G0011G0101G0110G1001G1010G1100G0111G1011G1101G1110G1111.Fazendo as contas, vemos que G depende de 17 parâmetros independentes, 1para cada 1-simplexo, 2 para cada 2-simplexo e 3 para o 3-simplexo. Esseesquema é perfeitamente geral e pode ser estendido para qualquer dimensão.Por outro lado, como as aplicações GJ não comutam em geral, a aplicaçãoresultante G depende da ordem da aplicação das GJ . Isso introduz uma assi-metria com relação ao efeito dos pontos de controle que pode ser indesejável emalgumas aplicações. 74



5.2.4 Esquema estrati�cadoPara superar esse problema, vamos introduzir um esquema estrati�cado noqual G pode ser escrita como uma composição de m aplicações Gj ,G = G1G2 : : : Gm,onde, Gij =Wi + XjJj=j+1;Jk2f0;1g(biJ � J i=jJ j)BJ .A idéia é que cada Gj sintetiza o efeito combinado dos pontos de controle asso-ciados aos j-simplexos de �m. Mas o que podemos a�rmar sobre as aplicaçõesGj ? São elas difeomor�smos �m-invariantes ?Note que Gj de�ne a mesma aplicação em �m que a aplicação homogêneade grau j + 1 Hj , comHij =Wi(W0 + : : :+Wm)j + XjJj=j+1;Jk2f0;1g(biJ � J i=jJ j)BJ .Assim, pelas proposições 5 e 6, resulta queGj é um difeomor�smo�m-invariantepara j = 1 e j = m. Mas o que pode ser dito para outros valores de j ?Uma abordagem possível é encarar o determinante jacobiano H 0j como umafunção também dos pontos de controle bJ . Como cada bJ está limitado a umaface j-dimensional de �m, resulta que H 0j pode ser vista como uma funçãode�nida no produto de simplexos�m ��j � : : :��j| {z }r vezes ,onde r é o número de simplexos j-dimensionais de �m. Antes de seguir essecaminho, será necessário introduzir algumas notações e discutir alguns fatosrelacionados à positividade de funções polinomiais de�nidas em produtos desimplexos.Seja P : �m1 � �m2 : : : � �mr ! R uma função polinomial de�nida numproduto de r simplexos de dimensões m1; : : : ;mr, dada por(u1; : : : ; ur) 7! P (u01; : : : ; um11 ; u02; : : : ; um22 ; : : : ; u0r; : : : ; umrr ),com P 2 R[U ] := R[U10; : : : ; U1m1 ; U20; : : : ; U2m2 ; : : : ; Ur0; : : : ; Urmr ].Pondo U := hPmil=0 Uil�1; i = 1; : : : ; ri, vemos que se dois polinômios P;Q 2R[U ] são tais que P = Q (mod U),então eles de�nem a mesma aplicação em �m1 ��m2 : : :��mr , devido ao fatoque Pl uli = 1Dada uma r-upla N = (n1; : : : ; nr) 2 Nr , dizemos que P 2 R[U ] é N -homogênea se P = XjI1j=n1 : : : XjIr j=nr aI1:::IrU I11 : : : U Irr .75



com U Ii := (Ui0)I0 : : : (Uimi)Imi .Podemos agora enunciar uma generalização do Teorema de Pólya para apli-cações polinomiais de�nidas em um produto de simplexos.Teorema 23. Seja H 2 R[U ] um polinômio N-homogêneo com N = (n1; : : : ; nr).Então H(u1; : : : ; ur) > 0 para todo (u1; : : : ; ur) 2 �m1 ��m2 : : :��mr se esomente se H � (U10 + : : :+ U1m1)R1 : : : (Ur0 + : : :+ Urmr )Rrtem para algum R = (R1; : : : ; Rr) 2 Nr a formaXjK1j=n1+R1 : : : XjKr j=nr+Rr aK1:::KrUK11 : : : UKrr ,com aK1:::Kr > 0.Demonstração. É o Satz 3.54 de [29].Seja Cm;n = fC 2 Nnj0 � C0 < C1 < : : : < Cn�1 < mg, ou seja, Cm;nrepresenta as combinações dos m objetos f0; 1; : : : ;m�1g n a n. Esse conjuntopode ser linearmente ordenado pela ordem lexicográ�ca em Nn, portanto vamosdenotar por Cm;n;i o i-ésimo elemento de Cm;n, onde i varia entre 1 e �mn�.Existe também uma clara bijeção entre o conjunto dos J 2 Nm tais queJk 2 f0; 1g e jJ j = n e Cm;n. Vamos denotar por J(C) a imagem de C 2 Cm;npor tal bijeção, ou seja, J(C) = (J0; : : : ; Jm�1), com J i = [9l; Cl = i].Voltando a questão do esquema estrati�cado, vamos parametrizar os pontosde controle bJ em Gj em termos das indeterminadas U . Inicialmente, vamospor r = �m+1j+1 � e m1 = m2 = : : : = mr = j. No caso r conta o número de facesj-dimensionais de �m. A parametrização é a seguinte:bkJ(Cm+1;j+1;i) = � Uil , se Clm+1;j+1;i = k0 , caso contrário.Substituindo esses bJ nas expressões Hj e aplicando a proposição 3, temosque os coe�cientes aK de H 0j são agora polinômios em R[U ]. A idéia é utilizaro teorema de Pólya generalizado para mostrar que aK > 0, donde se concluique Gj é um difeomor�smo�m-invariante. Para tanto, devemos primeiramenteescrever aK como um polinômio homogêneo.Vamos de�nird(I0; : : : ; Im) = rYi=1( jXl=0 Uil)t(i;I0;:::;Im) det(bI0 ; : : : ; bIm),onde t(i; I0; : : : ; Im) é um predicado binário que informa apenas seJ(Cm+1;j+1;i) = Ikpara algum k, ou seja,t(i; I0; : : : ; Im) = � 0 , se 9k; J(Cm+1;j+1;i) = Ik1 , caso contrário.76



Utilizando as propriedades do determinante, concluimos que d(I0; : : : ; Im) é11-homogênea. Além disso,d(I0; : : : ; Im) = det(bI0 ; : : : ; bIm) (mod U).Portanto se de�nirmosuK = XI0>:::>ImI0+:::+Im=K+1 d(I0; : : : ; Im) det(I0; : : : ; Im) mYi=0�nIi�,temos também que uK é 11-homogênea e queuK = aK (mod U).É importante frisar que uK é em geral um polinômio com (j + 1)r termos.Vamos aplicar essas idéias no importante caso tridimensional, ou seja, param = 3. Já sabemos que G1 e G3 são difeomor�smos�3-invariantes, resta provarque G2 também o é. Seguindo a receita para parametrizar os pontos de controle,temos que b1110 = (U10; U11; U12; 0); b1101 = (U20; U21; 0; U22);b1011 = (U30; 0; U31; U32) e b0111 = (0; U40; U41; U42).A seguir, utilizando o pacote de computação simbólica Asir[27], nós calculamosos polinômios uK para todo K 2 N4 com jKj = 8. Veri�camos que cada umdestes 165 polinômios possui exatamente 3(43) = 81 termos, todos possuindocoe�cientes positivos. Provamos assim o seguinte fato:Proposição 7. G1, G2 e G3 são difeomor�smos �3-invariantes.Acreditamos que este resultado possa ser generalizado para m > 3, entre-tanto as contas envolvidas tornam-se mais complexas. Por exemplo, param = 4os polinômios uK correspondentes a G2 possuem 3(53) = 59049 termos.5.3 ConclusãoNeste capítulo, nos concentramos em estudar certos aspectos teóricos dos di-feomor�smos simpliciais, principalmente dos difeomor�smos simpliciais polino-miais. O próximo capítulo será dedicado a aplicação desses difeomor�smos namodelagem de objetos grá�cos, especialmente no caso dos complexos isosimplici-ais. Antes de prosseguir, vamos levantar algumas questões que surgiram durantea elaboração deste capítulo e que merecem ser consideradas futuramente.Esquema estrati�cado O esquema estrati�cado funciona para m > 3 ? Ou seja,as aplicações Gj são sempre difeomor�smos simpliciais ?Caso cúbico Se H = PjIj=3 bIBI é uma aplicação de grau 3 ajustada então éverdade que Hj�m é um difeomor�smo �m-invariante ? Já veri�camos77



isso para m = 1. Usando técnicas simbólicas semelhantes as empregadasna sub-seção 5.2.4, veri�camos que no casom = 2, se os pontos de controleestão restritos a uma certa faixa de atuação ( por exemplo, biI > 1=20 paraI diferente de e0, e1 e e2) então de fato isso é verdade.Condições su�cientes para o caso geral É possível encontrar condições su�cientesrazoavelmente fáceis de se veri�car para o caso geral ?Aproximação polinomial Qualquer difeomor�smo simplicial pode ser aproximadopor um difeomor�smo simplicial polinomial ? E por composições de po-linômios do tipo Gj ?Difeomor�smos simpliciais racionais Seja Q a aplicação racionalQ = 1PjIj=n qIBI XjIj=n qIbIBI ,onde os qI são certos pesos associados aos pontos de controle bI . Dizemosque Q está ajustada se �(bI ) = �(I). É fácil ver que se Q está ajustadaentão Q é uma função �m-invariante. Sob que condições Q é um difeo-mor�smo �m-invariante ? Note que a aplicação Yy que apareceu no lema13 é um difeomor�smo simplicial racional.
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Capítulo 6AplicaçõesVamos, �nalmente, neste capítulo de aplicações, juntar as peças do quebra-cabeças e mostrar como os conceitos tratados nos capítulos anteriores podemser sintetizados para dar origem a uma nova maneira de se representar objetosgrá�cos. Antes de descrever as aplicações, vamos de�nir exatamente o problemaque estamos atacando.Classicamente, objetos grá�cos possuem dois tipos básicos de representação.Na representação implícita, um objeto é representado como o conjunto soluçãode uma certa equação. Na representação paramétrica, um objeto é representadopor uma coleção de pedaços que o cobrem e que estão colados uns aos outros.Nossa objetivo é de�nir uma representação que é, de certa forma, a um só tempoimplícita e paramétrica.A idéia é deformar o complexo isosimplicialO = (K; f), ondeK é uma malhaconforme n-dimensional no Rn, com a ajuda do difeomor�smo K-invariante X,obtendo a hipersuperfícieO = (f ÆX)�1(0) = X�1(f�1(0)),que denominamos complexo isosimplicial curvilinear dado por (K; f;X). Aquif denota a função de�nida em jKj através da interpolação linear dos valores def nos vértices de K. Como essa deformação é bijetiva, contínua e preserva asrelações de incidência de K, resulta que O tem a mesma topologia de O.As duas igualdades na de�nição acima possuem interpretações ligeiramentediferentes. No primeiro caso, O = (f ÆX)�1(0),é claramente um objeto implícito, sendo o conjunto dos pontos p 2 Rn quesatisfazem a equação f(X(p)) = 0.No segundo caso, O = X�1(f�1(0)),diz que o conjunto O está coberto por uma série de parametrizações da formaX�1(�), onde � é um isosimplexo de O, sendo portanto um objeto paramétrico.Por isso dizemos que esta representação é implícita-paramétrica.79



Ainda é possível fazer outra distinção, baseada no fato que normalmente émais difícil calcular o valor de X�1(p) do que o valor de X(p). Poderíamos terescrito O = (f ÆX�1)�1(0) = X(f�1(0)) = [�2OX(�),onde os papéis de X e de sua inversa aparecem trocados. Dizemos que estarepresentação é paramétrica-implícita.Para ver a diferença entre essas formulações, vamos considerar dois proble-mas típicos: (1) determinar se um ponto p 2 Rn está dentro ou fora de O e(2) calcular um ponto q 2 O. No caso implícito-paramétrico, para resolver (1),inicialmente descobrimos que célula � 2 K que contém o ponto p, calculamosq = Xj�(p) e avaliamos o sinal de f�(q). Para o problema (2), escolhemosum ponto p 2 jOj, isso pode ser feito escolhendo-se um isosimplexo � 2 O eaplicando-se a parametrização 3.1, e calculamos q = X�1(p). Nesse caso o testede pertinência foi feito com o difeomor�smo direto e a amostragem com o di-feomor�smo inverso, o que lembra mais a representação implícita, pois tivemosque resolver uma equação para encontrar um ponto sobre O, no caso a equaçãoX(q) = p. Intercambiando o difeomor�smo direto e o inverso, obtemos a re-presentação paramétrica-implícita, na qual a amostragem usa o difeomor�smodireto e o teste de pertinência usa o inverso, o que lembra mais a representaçãoparamétrica.Em geral, o difeomor�smo simplicial X depende de uma conjunto de pa-râmetros intrínsecos �, de modo que denotaremos o difeomor�smo por X�quando for necessário explicitar essa dependência. A principal tarefa das apli-cações é ajustar esses parâmetros aos dados de entrada. A forma exata dosparâmetros intrínsecos depede do tipo de difeomor�smo.No caso das aplicações deste capítulo, empregaremos o esquema estrati�-cado para difeomor�smos simpliciais polinomiais, descrito no capítulo anterior.Temos, portanto, que X é obtido pela composição de difeomor�smos simpliciaisXi, i = 1; : : : ; n, cada Xi estando associado às faces i-dimensionais de K. Umasimplexo i-dimensional de K contribui com um ponto de controle que possui igraus de liberdade. Assim, � pode ser interpretado como um grande vetor comi entradas para cada elemento i-dimensional de K. As estradas estão limitadasa certas faixas de valores, já que os pontos de controle devem estar restritos àssuas faces correspondentes.Podemos ver pela de�nição dos difeomor�smos simpliciais do esquema estra-ti�cado que eles são essencialmente perturbações da identidade. Para aumentaro efeito de cada difeomor�smo, recorremos a iteração de sua aplicação. O dife-omor�smo resultante tem a seguinte forma:X = Xj11 Xj22 : : : Xjnn ,onde ji é um inteiro que denota quantas vezes o difeomor�smo Xi é iterado.Tipicamente, empregamos os valores i1 = 2, i2 = 4 e i3 = 6.A seguir vamos descrever três aplicações que têm em comum o fato de ge-rarem complexos isosimpliciais curvilineares como saída. A primeira aplicaçãoé um programa interativo para modelagem free-form de objetos implícitos. A80



segunda aplicação produz um complexo isosimplicial curvilinear que aproximauma hipersuperfície dada analiticamente. Por �m, apresentaremos uma aplica-ção de reconstrução de hipersuperfícies dadas por pontos. A abordagem serágenérica com respeito a dimensão, mas para �xar as as idéias pode-se conside-rar simplesmente o caso n = 2, no qual o objeto implícito O é uma curva, ohipercubo [0; 1]n é um quadrado etc.6.1 Modelagem free-form de objetos implícitosVamos descrever brevemente como o usuário interage com a aplicação e emseguida detalhar seu funcionamento.A idéia é que o usuário inicia a interação visualizando uma malha inicialK0 bastante grosseira. Ele pode re�nar essa triangulação, usando o esquema desubdivisão de Maubach, obtendo assim uma triangulação K, ao mesmo tempoque altera certos parâmetros associados aos vértices e arestas de K, parâmetrosestes que vão determinar um complexo isosimplicial curvilinear O com suporteK. Em cada vértice v, o usuário pode efetuar três operações: arrastar o vértice,deslocando-o para outra posição; alterar o sinal s(v), fazendo com que o vpertença ao interior do objeto, caso s(v) = �1, ou ao exterior, caso s(v) = +1;e alterar o valor escalar r(v). Isso permite construir um complexo isosimplicialO = (K; f), onde f(v) = s(v)r(v), que aproxima linearmente o objeto que sedeseja modelar.Em cada aresta � que é inteceptada por O, o usuário tem acesso a doiscontroles, que são responsáveis por controlar o difeomor�smo K-invariante X:há um controle que pode deslizar pela aresta, dando uma dica do ponto p(�)onde O deve interceptar a aresta; o outro é um vetor unitário n(�), representadopor uma �exa, que indica a direção que a normal a O deve possuir no ponto dep(�).Esses parâmetros de modelagem são intuitivos para o usuário, mas devemoscalcular os parâmetros intrínsecos �. Para tanto, observamos que, interpretadosmatematicamente, os parâmetros de modelagem devem satisfazer af ÆX�(p(�)) = 0 e r(f ÆX�)(p(�))kr(f ÆX�)(p(�))k = n(�),para todas as arestas � que são interceptadas por O, que são aquelas cujosvértices possuem sinais opostos. Vamos de�nir uma função de erroerr(�; �) = X�=fv0;v1g2�s(v0)s(v1)<0 ( F 2�;�(p(�))krF�;�(p(�))k2 + �k rF�;�(p(�))krF�;�(p(�))k � n(�)k2),onde F�;� = f� ÆX�, que associa a cada célula �, um erro err(�; �) que medequanto os parâmetros � satisfazem os requisitos geométricos em cada célula �.O parâmetro � é um peso que serve para controlar se mais ênfase será dada ao81



ponto de interseção ou a direção da normal. Para determinar os parâmetros �,simplesmente minimizamos o erro sobre todos as células de K:min� X�2K err(�; �).Algumas iterações desse programa de otimização são efetuadas a cada vezque o usuário atualiza os parâmetros de modelagem. É possível também rodaro programa de otimização um maior número de iterações para obter um melhorresultado. Na �gura 6.1 vemos um exemplo de interação do usuário.

(a) O usuário desenha uma curva... (b) ... e mexe no controle da direitaFigura 6.1: Exemplo de interação na aplicação de modelagem free-form.6.2 Poligonização de objetos implícitosA entrada da aplicação de poligonização de objetos implícitos é uma funçãog: [0; 1]n ! R, que supomos contínua e diferenciável, e queremos determinar umcomplexo isosimplicial curvilinear O tal queO � g�1((�a; a)),para a pequeno, ou seja, queremos que O esteja numa vizinhança de g�1(0).A idéia é construir uma seqüência de complexos Oi = (Ki; fi; X�i) queaproxima g�1(0). Colocamos inicialmente K0 igual a triangulação canônica de[0; 1]n, f0(v) = g(v), para todo v 2 K0, e X�0 igual a identidade. Para descrevero passo indutivo que calcula Oi+1 a partir de Oi, precisamos de�nir a funçãoerr(�i; �i) que associa a cada célula �i 2 Ki um erro que mede quão próximoO, restrita a �i, está de g�1(0).Seja �i o isosimplexo que possui �i como suporte. Calculamos m pontosamostrais p1; : : : ; pm sobre �i e de�nimoserr(�i; �i) = Xpj2�i jg(X�i(pj))j2,82



ou seja, err(�i; �i) mede quão bem �i é levado a g�1(0) por X�i .O passo indutivo se dá da seguinte maneira: escolhemos a célula �i 2 Kique possui o maior erro. Em seguida fazemosKi+1 =MaubachSubdivide(Ki; �i).Após tal subdivisão, k novos vértices v1; : : : ; vk são inseridos, nessa ordem. Paracada vértice vk, fazemos fi+1(vk) = g(vk), fi+1 sendo igual a fi nos demaisvértices, e rodamos o programa de otimizaçãomin�i+1 X�i+12st(vk;Ki+1) err(�i+1; �i+1),de modo a calcular X�i+1 . Note que dessa maneira estamos melhorando X�i+1apenas nas regiões da malha que foram modi�cadas pela subdivisão. Iteramosesse passo até o erro total estar abaixo de um limiar pré-estabelecido.Notamos que neste caso a representação é do tipo paramétrica-implícitapois, analisando a construção, temos queO = (f ÆX�1)�1(0) = [�2(K;f)X(�).Se o gradiente de g também é conhecido, podemos modi�car a função deerro, obtendo esta de�nição alternativa,err(�i; �i) = Xpj2�i (g ÆX�i)2(pj)kr(g ÆX�i)(pj)k2 ,a �m de obter uma aproximação mais uniforme.Nas �guras 6.2, 6.3 e 6.4 mostramos o algoritmo de poligonização aplicadoa curva de Taubin,0:004 + 0:110x� 0:177y � 0:174x2 + 0:224xy � 0:303y2�0:168x3 + 0:327x2y � 0:087xy2 � 0:013y3+0:235x4 � 0:667x3y + 0:745x2y2 � 0:029xy3 + 0:072y4 = 0,em três etapas distintas. Note como a geometria está bem capturada mesmocom poucas subdivisões.6.3 Reconstrução de hipersuperfícies dadas por pontosPodemos formular o problema da reconstrução de hipersuperfícies dadas porpontos da seguinte forma: dado um conjunto de pontos fpjg � [0; 1]n, su�cien-temente amostrado de uma hipersuperfície H, encontrar um complexo isosim-plicial curvilinear O = (K; f;X), tal quefpjg � (f ÆX)�1((�a; a)),para a pequeno. Além disso, espera-se que O tenha a mesma topologia de H.83



Figura 6.2: Poligonização da curva de Taubin (1).

Figura 6.3: Poligonização da curva de Taubin (2).Esse problema é bem mais difícil que o anterior, sendo uma espécie de pro-blema inverso. No problema de poligonização, o valor de f(v) vinha de graça,bastava por f(v) = g(v). Já na reconstrução, o principal problema é justamente84



Figura 6.4: Poligonização da curva de Taubin (3).estimar o valor de f(v), ou, mais precisamente, o sinal s(v), que indica se v estáno interior ou no exterior de H. Por causa dessa di�culdade, vamos dividir a ex-posição do algoritmo de reconstrução em duas etapas. Primeiramente, na etapade estimação da topologia, vamos mostrar como estimar um complexo isosim-plicial O = (K; f) que aproxima C linearmente. Depois, na etapa de estimaçãoda geometria, vamos mostrar como melhorar a geometria da aproximação coma ajuda de um difeomor�smo K-invariante X.A idéia da estimação da topologia é semelhante a descrita na seção anterior,ou seja, construir uma seqüência de complexosOi = (Ki; fi) que estima progres-sivamente a topologia de H. Colocamos inicialmente K0 igual a triangulaçãocanônica de [0; 1]n e f0(v) = +1, para todo v 2 K0, indicando que os vérticesdo hipercubo estão fora de H. Para descrever o passo indutivo que calcula Oi+1a partir de Oi, precisamos de�nir a função err(�i) que associa a cada célula�i 2 Ki um erro que mede quão coplanares os pontos pj contidos em �i estão.Utilizamos a técnica de análise de componentes principais para calcular oerro de coplanaridade. Nós calculamos o baricentro p�i e a matriz de covariânciaC�i dos pontos pj contidos em �i. A função de erro é dada porerr(�i) = �1�i�1�i + �2�i + : : :+ �n�i ,onde �1�i < �2�i < : : : < �n�i são os autovalores de C�i . Também associamos a �i ohiperplano ��i que passa por p�i e é perpendicular ao autovetor associado a �1�i .A idéia é que ��i representa um hiperplano secante que aproxima localmenteO dentro de �i, com erro de aproximação dado por err(�i).85



O passo indutivo se dá da seguinte maneira: escolhemos a célula �i 2 Kique possui o maior erro. Em seguida fazemosKi+1 =MaubachSubdivide(Ki; �i);e estimamos o valor de fi+1(v) 2 f�1;+1g, para todo v 2 Ki+1.Para tanto, usamos as estimativas locais em cada �i dadas pelo hiperplano��i , de�nindo s�i(v) = � �1 , se v 2 ���i+1 , se v 2 �+�i ,ou seja, s�i(v) é o sinal que fi(v) deve ter do ponto de vista de �i.Entretanto, nada garante que esses sinais são globalmente consistentes. Écomo se cada célula tivesse sua própria opinião sobre o sinal de seus vértices, oumelhor dizendo, sua própria opinião sobre o sinal de seus vértices a menos deum fator �1. Naturalmente, espera-se que a opinião de uma célula que possuium erro pequeno seja mais con�ável do que a de uma célula com erro grande.Assim chegamos a de�nição de um peso H� associado a cada aresta �, dado porH� = � X�i2st(�;Ki) s�i(�[0])s�i(�[1]) errmax� err(�i)errmax� errmin ,que mede a chance de haver uma mudança de sinal entre os vértices de �.Quanto maior o valor de H�, maior a chance. Acima, errmax signi�ca o maiorerro err(�i) para todo �i 2 Ki e errmin é de�nido analogamente. Finalmente,os valores fi+1(v) são estimados minimizando-se o erro topológicoerrtop = X�2Ki+1H�fi+1(�[0])fi+1(�[1]).Empregamos o algoritmo de simmulated anealing para minimizar errtop. Opasso indutivo é iterado até um conjunto de critérios adaptativos ser satisfeito,tais como o err(�i) estar abaixo de um certo limiar, ou level(�i) ser maior ouigual a um valor dado. A �gura 6.5 mostra que o algoritmo de estimação datopologia consegue capturar imersões não triviais.Calculado o complexo O = (K; f) que aproxima linearmente H, partimospara a etapa de estimação da geometria. Inicialmente, fazemosf(v) := f(v) dist2(v; fpjg),ou seja, f(v) agora representa a distância com sinal do vértice v ao conjunto depontos de entrada. Isso já melhora bastante a aproximação, mas O segue sendoum objeto linear por partes.Para melhorar ainda mais a aproximação, calculamos um difeomor�smo K-invariante X� , minimizando o somatório do erro geométricoerr0(�; �) = Xpj2� jf(X�(pj))j2,sobre todos as células � 2 K. Na prática, esse procedimento de minização globalsó funciona em dimensão n = 2, pois o número de variáveis do problema cresce86



Figura 6.5: Estimação da topologia. O peixe está desenhado com 5411 pontos.bastante já em n = 3. A alternativa que empregamos é minimizar err0(�; �)individualmente para cada célula �, usando poucas iterações, e repetir esteprocesso algumas vezes para obter um melhor resultado.Na �gura 6.6, vemos o resultado da estimação da geometria em um casosimples.6.4 Vizualização e SuavizaçãoComo dissemos, as aplicações descritas nas seções anteriores geram como saídaum complexo isosimplicial curvilinear O = (K; f;X). Nesta seção, vamos des-crever o método que utilizamos para visualizar tais objetos. Em resumo, ométodo consiste em triangular o complexo O = (K; f), subdividi-lo usando umesquema de subdivisão, e aplicar o difeomor�smo X�1 ou X aos vértices da ma-lha resultante, conforme O seja do tipo implícito-paramétrico ou paramétrico-implícito, respectivamente. Como resultado obtemos uma malha simplicial quepode ser visualizada com aplicações especí�cas.O algoritmo usado para efetuar a primeira etapa do método, ou seja, atriangulação de O, é o descrito na sub-seção 3.2.5. Como resultado obtemosa malha Tr(O), que será re�nada adaptativamente. Entretando, não podemos87



(a) Entrada da etapa de estimação dageometria, os pontos estão em preto.

(b) Após a execução do algoritmo, ospontos estão próximos a curva O. Ocomplexo O está tracejado.

(c) Em magenta, vemos como os pontossão levados a O pelo difeomor�smo X.Figura 6.6: Estimação da geometria.
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aplicar os esquemas de subdivisão que estudamos no capítulo 4 diretamente aTr(O), pois nada garante que a malha satisfaz os invariantes de Mitchell ou deMaubach. Mas, como vimos, sempre é possível resolver esse problema através daaplicação de um número �nito de subdivisões estelares. Podemos, por exemplo,tomar a primeira subdivisão baricêntrica de Tr(O) como malha inicial M0 eusar o esquema de Maubach. No caso n = 3, entretanto, é mais econômico usaro esquema de Mitchell, pois menos subdivisões são aplicadas para se gerar amalha M0, com resultados semelhantes.O re�namento adaptativo ocorre da seguinte maneira: inserimos todas as cé-lulas � = hv0; : : : ; vn�1i 2M0 em uma �la de prioridadeQ, onde a prioridade dacélula � é dada pelo volume da célula transformada hX�1(v0); : : : ; X�1(vn�1)i,no caso implícito-paramétrico, ou da célula hX(v0); : : : ; X(vn�1)i, no caso pa-ramétrico-implícito. O loop de re�namento prossegue extraindo o topo �i da�la Q, e fazendo Mi+1 =MitchellSubdivide(Mi; �i);ao mesmo tempo que as novas células são inseridas em Q. O processo acabaquando um conjunto de critérios adaptativos é alcançado.Por �m, aplicamos o difeomor�smo X�1 ou X, conforme o caso, a todos osvértices da malha �nal, gerando assim uma malha simplicial M que aproximao complexo O. É desnecessário dizer que para n = 2 o processo é simpli�cadode maneira óbvia.A �gura 6.7 ilustra o processo de geração das malhas. Em (a) temos atriangulação inicialM0, em (b) uma malha intermediáriaM sem a aplicação dodifeomor�smo, em (c) esta mesma malha já deformada e em (d) a malha umpouco mais re�nada.Até aqui não mencionamos nada sobre a suavidade do complexo O resul-tante. Certamente O é suave dentro de cada célula � 2 K, visto que Xj� épolinomial, mas não podemos garantir nada sobre a suavidade de O na inter-seção de duas células adjacentes. Como as aplicações que geraram O tentavamaproximar um objeto suave, seria razoável supor que tal suavidade fosse her-dada. Mas, na prática, isso nem sempre acontece, porque é difícil obter umaboa combinação de adaptação da malha K e ajuste dos parâmetros intrínse-cos �. Assim, enquanto não se descubram critérios teóricos su�cientes para asuavidade de O, temos que recorrer a alternativas mais pragmáticas.A forma que encontramos de minimizar a descontinuidade aparente da nor-mal entre células foi justamente forçar a suavidade via otimização. Seja p umponto de O que pertence ao bordo de uma célula �. É possível associar duasnormais unitárias a p: a normal n�(p), que é a normal de O restrita a � noponto p, e a normal n(p) que é a média das normais n�0(p) para todos as células�0 2 K tais que p 2 �0. Para suavizar O, de�nimos o erro da normalerr(�; �) =Xpi kn�;�(pi)� n(pi)k2,onde os pi são pontos amostrais convenientemente escolhidos em O\�, e resol-89



(a) (b)

(c) (d)Figura 6.7: Exemplos que ilustram a visualização e a suavização de complexosisosimpliciais curvilineares.vemos o problema de otimizaçãomin� X�2K err(�; �).Esse método da bons resultados em n = 2 pois dois pontos amostrais são su�-cientes.Na �gura 6.7, o complexo na sub�gura (d) foi obtido do complexo em (a)pela aplicação do algoritmo de suavização descrito acima.Pode-se perguntar por que implementamos a suavização dessa maneira, aoinvés de se recorrer aos bem conhecidos critérios de continuidade C1 para fun-ções ou malhas de Bézier, como parece ser o caso. Para responder a essa per-gunta, vamos considerar um complexo isosimplicial curvilinear O = (K; f;X),onde K = � � �0, com � = hp0; p1; : : : ; pni e �0 = hp00; p1; : : : ; pni, e X é umdifeomor�smo K-invariante polinomial tal que Xj� = PjIj=m cIBI e Xj�0 =PjIj=m c0IBI , em coordenadas baricêntricas. Queremos saber sob que condi-ções O é C1 na faceta comum a � e �0, isto é, nos pontos q 2 Æ \ O, ondeÆ = @0� = @0�0. 90



A primeira vista, deveríamos obrigar a continuidade C1 do difeomor�smoX, fazendo cJ+e0 =Xi wic0J+ei ,onde jJ j = m� 1, J0 = 0 e (w0; : : : ; wn) são as coordenadas baricêntricas de p0com relação a �0. Mas esse não é o caso, pois em geral a função f não é C1 emX�1(q), portanto se X fosse C1, a composição (f ÆX) não seria C1.Uma segunda tentativa seria forçar a continuidade C1 de (f Æ X) em Æ,fazendo f(cJ+e0) =Xi wif(c0J+ei).Isso funciona, mas é mais do que precisamos, pois essa condição assegura acontinuidade C1 de (f Æ X) em todos os pontos de Æ, enquanto é su�cientea continuidade C1 nos pontos q 2 Æ \ O. Além do mais, é difícil assegurarsimultaneamente a continuidade C1 e o fato de X ser um difeomor�smo.6.5 ConclusãoA idéia para o conceito de complexo isosimplicial curvilinear veio no período emque estávamos trabalhando na extensão tridimensional do trabalho de Taubin eRonfard [35], que redundou no artigo [23]. Nesse artigo, expomos essencialmenteo algoritmo da seção 6.3, só que restrito a complexos isosimpliciais lineares.Analisando os resultados, percebemos que o número de subdivisões poderia serdiminuído se uma deformação fosse aplicada no interior de cada célula, e daísurgiu a de�nição de complexo isosimplicial curvilinear.Em todos os problemas de otimização, utilizamos o algoritmo L-BFGS-B[38]. Ele apresenta bons resultados e possui uma interface simples de usar.O gradiente das funções objetivo foi calculado com diferenças �nitas, dada acomplexidade das mesmas. Futuramente, talvez seja interessante consideraralgoritmos de minimização que levem em conta o fato dessas funções seremparcialmente separáveis [26].O algoritmo de poligonização esboçado na seção 6.2 não é robusto, ou seja,componentes conexas de g�1(0) podem não ser descobertas, já que a função deerro que usamos atribui um erro nulo a uma célula que possui todos os sinaisiguais, independentemente do que acontece dentro da célula. Uma maneira deresolver esse problema é incorporar métodos intervalares ao algoritmo, como em[18].O algoritmo de reconstrução da seção 6.3 também pode ser melhorado demuitos modos. O fato é que o algoritmo comporta um grande número de va-riações e o desa�o é encontrar a melhor. Por exemplo, é possível permitir queos vértices se movam, de modo a se afastarem dos pontos. Ou então efetuara otimização dos parâmetros intrínsecos durante o processo adaptativo, numestilo multigrid. Ou ainda rodar um algoritmo de simpli�cação como em [15]após a estimação da topologia e só então efetuar a estimação da geometria.Pretendemos explorar essas variantes futuramente.91



Quanto a visualização, não é difícil implementar rasterização no caso n = 2e ray-tracing no caso n = 3. Essas seriam ótimas maneiras de se mostrarefetivamente a dualidade implícita-paramétrica da representação. Para o ray-tracing, entretanto, seria necessário um estudo mais detalhado da questão dasuavidade. Aliás, esse é o ponto que mais merece pesquisa num futuro próximo,ou seja, como garantir que o complexo O seja no mínimo globalmente C1.
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Capítulo 7ConclusãoPara �nalizar, vamos listar as principais contribuições desta tese, ao menos nanossa ótica, e discutir brevemente alguns temas de trabalhos futuros.No capítulo 3, utilizamos o conceito de complexo semi-simplicial para esta-belecer um vínculo entre programação genérica e modelagem topológica. Tam-bém isolamos o conceito de complexo isosimplicial, para o qual elaboramos umalgoritmo de triangulação genérico.A estrutura de dados que exibimos permite o acesso as relações de incidênciaem tempo constante, à custa de um maior espaço de armazenamento. Umapossibilidade interessante de trabalho futuro é parametrizar a estrutura compolíticas [2], através das quais o usuário possa trocar tempo de acesso por espaçode armazenamento conforme as necessidades da aplicação, mas preservando ainterface básica.No capítulo 4, introduzimos a noção de esquema de subdivisão estelar,aplicando-a a dois esquemas de subdivisão pré-existentes. Graças a um tra-tamento mais combinatório, podemos dar uma nova demonstração da correçãodo algoritmo de Maubach. Mostramos também um algoritmo que transformauma malha qualquer em uma malha que satisfaz os invariantes de Maubach.Uma linha de pesquisa posterior é estudar mais detalhadamente as proprie-dades geométricas e combinatórias do esquema de Maubach. Isso pode levar amaneiras mais e�cientes de armazenar e operar com multi-triangulações geradasa partir do esquema de Maubach. Uma segunda linha seria o estudo de outrosesquemas de subdivisão estelar.No capítulo 5, de�nimos um novo tipo de transformação do simplexo, asfunções simplicialmente invariantes, e estudamos critérios gerais de injetividade.A seguir aplicamos esses critérios no caso polinomial obtendo uma série deresultados parcias, mas já su�cientes para a implementação de aplicações.Existe uma série de questões que merece ser investigada no tocante aos di-feomor�smos simpliciais. O objetivo �nal é encontrar funções simplicialmenteinvariantes que sejam, por um lado, dependentes de poucos parâmetros intrín-secos, mas ainda assim capazes de modelar patches su�cientemente �exíveis,e por outro lado garantidamente difeomor�smos simpliciais. Talvez funçõessimplicialmente invariantes racionais possam resolver essa questão.93



No capítulo 6, aplicamos os resultados dos capítulos anteriores para formu-lar uma nova representação de objetos grá�cos que combina características dasrepresentações implícita e paramétrica. Mostramos o poder dessa representaçãoao descrever algoritmos genéricos com respeito a dimensão para três problemasclássicos: modelagem free-form, poligonização de objetos implícitos e recons-trução de hipersuperfícies dadas por pontos.Quanto as aplicações, resta melhorar os resultados, principalmente no quediz respeito à suavidade do complexo isosimplicial curvilinear.
That I am no skilled mathematician I have had little need to confess.I am `advanced in these enquires no farther than the threshold'; butsomething of the use and beauty of mathematics I think I am ableto understand. D'Arcy Thompson [36]
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